修订版前言 


这本讲义《近世代数引论》在中国科学技术大学使用了十余 
年.学生的反映尚好，主要问题是习题较难.所以我们在书末对于 
较难的习题增加了提示，同时也补充了一些新的习题.在内容上去 
掉“幂零群与可解群”和“〃>5次一般方程的根式不可解性”两节， 
把它们改成两个附录.如果学时不够，正文中某些部分也可略去不 
讲或者只做简要介绍.例如伽罗瓦理论可以只介绍基本定理的内 
容和它的应用，而不讲证明.对于希洛夫定理、有限生成阿贝耳群 
的结构、唯一因子分解整环等内容也可以类似地处理. ' 

作者 


I 




刖 


、 ▲ 

m 


近世代数是讲述群、环、域（以及模)等代数对象基本性质的一 
门大学课程.它是今后学习和研究代数学的基础，也是研究其他数 
学、物理学和计算机科学等不可缺少的工具. 

本书是我们于1982年在中国科技大学授课讲义基础上，经过 
五年教学实践改写而成.原讲义共五章，为了在一学期(周四学时) 
内讲完，这次删去了模论和线性代数两章. 

近世代数从它产生的年代起就明显有别于古典代数学.它的 
主要研究对象不是代数结构中的元素特性，而是各种代数结构本 
身和不同代数结构之间的相互联系（同态).掌握近世代数中所体 
现的丰富的数学思想和方法，比背诵一些代数学定义和名词字典 
要重要得多.我们在教学中几乎用半个学期讲述第一章群论，这是 
因为在群论中体现了近世代数的基本研究思想和方法，而这些思 
想和方法在学生过去学习中是不熟悉的.群论中的定理基本上可 
分为定量和定性两类 :前者 的典型例子是拉格朗日定理，后者的典 
型例子是同态基本定理.我们着重讲授定性内容，特别是同态基本 
定理和群在集合上的作用，这是群论的关键所在. 

第二章讲述环论和域论初步，正文中的内容是标准的.但是在 
几个附录中，我们介绍了在数学发展中有历史意义的几个课题(高 
斯二平方和问题，代数基本定理，尺规作图，三等分角等），最后一 
章向学生展示关于域的有限伽罗瓦扩张的优美理论. 

最后，我们向过去几年里对此书的前身提供意见的许多学者、 
教师和学生表示深深的谢意，我们也欢迎大家今后对此书给予更 
多的批评和指正. 
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第一章群 


1.1 集合论预备知识 

群是集合上赋予某种二元运算的一种代数结构.所以在讲述 
什么是群之前，先要介绍集合论中我们所需要的一些预备知识. 

一些特定的对象放在一起就叫做一个 集合. 例如全体正整数 
构成一个集合，表示成 N . 全体整数构成整数集合，表示成 Z . 类似 
地有复数集合 C ， 实数集合1?，有理数集合2等等.集合 A 中每个 
对象^叫做 A 中的 元素， 表示成说成 a 属于 A . 否则，如果 
某个对象6不属于 A ，则表示成 b ^ A . 

设 A 和 B 是两个集合，如果 A 中每个元素均是 B 中元素，即 

CL ^ ^ 

则 A 叫做 B 的一个 子集， 表示成 A ^ B 或者 B ^ A . 如果并 
且即 

CL ^ ^ B ^ 

这也相当于说集合 A 与 B 包含同样的元素，这时叫做集合 A 与 B 
相等，表示成 A = R 如果 A 是 B 的子集并且不等于 B ， 则 A 叫 B 
的真 子集， 表示成 ACLB 或者 B =) A . 不包含任何元素的集合叫做 
空集， 表示成 0. 空集显然是每个集合的子集. 

可以有许多方式来表达一个确定的 集合. 例如若集合 A 只有 
有限多(不同）元素则这个集合可表成 

A = (a\ ， … ， < 0 . 
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只有有限多个元素的集合叫有限集，否则叫无限集.具有 n 个元素 
的集合叫 W 元集，元素个数表示成 | A | =77. 在一般情形下，集合 S 
中具有某种性质 P 的全体元素构成的集合通常表成 

{XGSI : T 有性质 P }. 

例 如:偶 数集合{0，±2，±4，“.}可以表成 

{?1 ^ Z \ n 三 0( mod 2) }• 

由一些已知集合构作新的集合通常用集合上的运算来实现. 
下面是集合的一些最基本运算.设 A 和 B 是两个集合，它们的公 
共元素组成的集合叫做 A 和 B 的交，表示成 AflB ， 即 

= {x I x G A 并且 x G - B }. 

类似地， w 个集合 Ai ，…， A „ 的交为 

q A t = n ^2 n … n 九二 ■{工 I 工 e a,，i <z.< 

更一般地，对于任意多个集合形成的集族 {A h' e 1} (其中 I 是 
一个集合，叫该集族的下标集合，对于每个 〗 e /， A 是该集族中 
的一个集合），它们的交为 

p | A , = {x | x G »对每个6 J }• 

第二个集 i 运算是集合的并，集合 A 与 B 的并表示成 A UB ， 
定义为 

AU {x\x，e A 或者: C 6 B }. 

类 似地： 

(J Ai Ai U A 2 U … U A = k I 工 6 A ，对某个 h 1 < ? ^ 

{ = \ 

|J A : = {x I x G A , ，对某个 G J }. 

设 A 是 B 的子集，则 B — x 磋 A } 叫做子集 A 
(关于 B ) 的补集.如果在讨论问题中所涉及的集合均是某个固定 
集合 D 的子集，则 D — A 也常常简称作 A 的补集，表示成 A . 

设 A 和 B 是两个集合，我们把集合 

AXB= {( a ， b ) \ a e A 9 b e B} 
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叫做 A 和 B 的直积.在 AX _ B 中， ia ， b 、 = { a !， b ’、 当且仅当“二^ 
并 a 6=汄类似可定义多个集合的直积 

n 

Ai X … X A „ = JJA,. = {(ai ，•- -, a „) | a { ^ A ,-, 1 < f ^ ? z }. 

2 = 1 

A , — I a ； G A ,. ，对每个 f 6 

为了比较不同的集合，需要将不同集合发生联系，这就是集合 
之间的映射 ./ 叫做从集合 A 到集合 B 的映射，是指对每个 
均有确定办法给出集合 B 中唯一的对应元素，这个对应元素叫做 
«在映射/之下的象，表示成 /( a ). 而“/把 u 映成 / U )” 这件事 
表示成从 A 到 B 的映射/表示成 /: A — B 或者 

A ~^ B . 

设 /: A — B 和 C 都是集合之间的映射.则可经过连续 
作用，得到一个从 A 到 C 的映射 

片。 f：A — C ， （ g 。 /)(“）= g(f(a)) t 
映射 g 。/ 叫做/与#的合成映射. 

设/和 g 均是从集合 A 到集合 B 的映射，我们称/和 g 相等 
(表示成/=&)，是指对于每个均有 f(a)=g(a). 

引理 1 (合成运算满足结合律）设 /: A — B ， gl B -* C , h,C 
— D 均是集合的映射，则 

h 。 （ g 。 f ) 二 ih 。 g) 。 f. 

证明 对于 令 /U)=6, g(b)=c ， Mc)=A 则 
(尺。 /)(“） = c ， (h 。 g)(b) = d, 于是 
(h ° (g 。 /))(“）= h(c) = d，（Qi 。 g) 。 /)(a) = (/i 。 g) (6) = d. 
从而对每个 A , (h° (g° f)) (a) = ({h° g) ^ f) ( a ) 这就表明 
h 0 (g°f)=^(h 0 g)°f, 证毕. 

设 /； A — B 是集合的映射.对于 A 的每个子集 A ' ，令 
f { A f ) ^ {/( x ) | x G A r } , 

这是 B 的子集，叫做 A ' 在/之下的象.另一方面，对于 B 的子集 
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13 / ，令广 1 (5 / ) = {：^4|/(：0 65 / }，这是4的子集，叫做5'的原 
象.如果 /( A )= B ， 即 B 中每个元素均是 A 中某个元素（在/之 
下）的象，则/叫做满射.另一方面，如果 A 中不同元素被/映成 
B 中不同元素 ，即: a ，a aft / j / Xa ) 尹/( V )，则/叫做单 

射.最后，若 f ： A ^ B 同时是单射和满射，则/叫做一一映射或一 
一对应. 例如: 将集合 A 中每个元素均映成其自身的映射 

1a : A A ， 1 八 （ a) — a* 

就是 A 到 A 的——对应.映射 1 A 叫做集合 A 的恒等映射 • 通常 
采用下面引理来判断一个映射是否为一一对应 • 

引理 2映射 /: A — B 是——对应的充分必要条件是存在映 
射 A ， 使得/。发=1心 g a f = l A . 

证明如果/是一一对应，由定义知这意味着对每个 WB , 
均存在唯一'的 G A 使得 / _1 (W =a ( 存在性由于/是满射，唯一 
性由于/是单射)于是可定义映射 

g：B -*A, g(6) = 广 1 (6). 

直接验证和成立 • 

另一方面，如果/不是满射，则存在托 B ， 使得厂 1 (6) = 0. 
所以对每个映射 A ， 均有（/。发）（6)=/(发(6))参6.于是/。发 
7^1 b . 如果/不是单射，则存在 a ， ^ 使得 f ( a ) = 

f { a )= b , 那么对于每个映射 g ： B — A , ( g ^ f )( a )= g ( b )=-( g <> f ) 
(^)，于是 g ° f ^ l A - 所以若存在 giB -^ A 使得 / i = 1 b 并且 g D / 
= 1a. 则必然/是一一对应.证毕 • 

当 /: A — B 是——对应时，满足和 g °/= lA 的映射 
A 是唯一的.这是 因为：若 〆 ： A 也有性质/。^ = 1心 
=1 A ， 

则 〆=〆。 U =〆。 （/ 。发） =(〆 。 /) 。私 = 。。发 = A 

我们将这个唯一存在的映射#叫做/的逆映射，表示成厂 1 . 

设 A 是集合，集合 AXA 的每个 子集只 叫做集合 A 上的一个 
关系 . 如果 U ， W 6 仏便称 a 和6有关系尺，写成 aRb , 例如 1? X 1? 
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中子集 

R - {(a,b) e RXR\ a 比6大} 

则实数 a 和 6 有关系只即指 a 比6大，这就是“大于”关系.通常将 
这个关系记成 a>b. 同样还有 R 上的关系 >( 大于或等于），<(小 
于），<(小于或等于）， =( 等于).集合 A 上的关系〜叫做等价关 
系，是指它满足如下三个条件： 

(1) 自反性 w 〜 a (对于每个 

(2) 对称 性:若 a 〜6,则6〜 a . 

(3) 传递 性:若 a 〜6，6〜 c ， 则 “〜(：■• 

设〜是集合 A 上的等价关系.如果 a 〜6,由对称性知 b 〜 a •这 
时称元素 a 和6等价.对于每个以 [ a ] 表示 A 中与 a 等价的 
全部元素构成的集合，即 

[a] == {b ^ A I b — a). 

由自反性知 aeO ]， 称为 a 所在的等价类，由传递性可知同一 
等价类中任意二元素彼此等价 (设心 则6〜 a ， a 〜 C ， 于是 
b 〜 c \ 不同等价类之间没有公共元素（为什么？）因此集合 A 是一 
些等价类 {[ a ,] ue /} 的并，而这些等价类是两两不相交的•我们 
从每个等价类[%]中取出一个元素6 〆 即 6, e [4])， 则只 ={6 ; _ue 
/} 具有如下 性质: A 中每个元素均等价于某个而不同的6,彼 
此不等价.我们把具有这样性质的只叫做 A 对于等价关系〜的完 
全代表系.于是 

A = [J [ a ] (两两不相交之并). （* ) 

一 般地，若集°合 A 是它的棠些子集 { A , U 6 /} 之并，并且 A , 两 
两不相交，便称 { A , I /} 是集合 A 的一个分拆.如上所述, A 上 
的每个等价关系给出集合 A 的一个分拆 （* )• 反过来，如果 { A ; U 
是集合 A 的一个分拆，可如下定义 A 上一个关系 ：对于 

a, b^Aj 


a 1 〜 b ㈡ a 和 6 在同一 A , 之中， 
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请读者证明这是等价 关系. 以 E 表示 A 的全部等价关系，以 P 表 
示 A 的全部分拆，则上面由等价关系到分拆的映射 f : E — P 和从 
分拆到等价关系的映射 E 满足 /7==1 p ， g 。 f = lf ：， 从而 f 
是-〜一对应(引理 2). 换句话说，集合 A 上的等价关系和 A 的分 
拆是——对应的. 

例如，设 F 是由某些集合构成的集族.在 F 上定义如下的关 
系 ：对于 A ， BGF , 

A 〜 B ㈡ 存在从 A 到 B 的 一一 对应. 

这是 F 上的等价关系（自反性 ：1 a : A — A 是一一对应，从而 A 〜 
A . 对称 性:若 / : A — B 是——对应，则 A 是——对应， 
从而 A - B ^ B - A . 传递性基于习题 3.) 对于这种等价关系，彼此 
等价的集合叫做是等势的.比如说，两个有限集合等势（即存在一 
一对应）的充要条件是它们有同样多元素，即 | A | = | B |. 与正整数 
集合 N 等势的集合叫做可数无限集合，其他无限集合叫做不可数 
集合.熟知实数集合1?是不可数集合.而正偶整数的全体£：是可 
数(无穷)集合，因为存在着——对应 N — E ， n —2 n . 这个例子也表 
明，无限集合 A 的一个真子集可以与 A 等势！ 

设 A 是集合.从 A XA 到 A 的映射 

/:AXA —A 

叫做集合 A 上的一个(二元)运算.例 如:通 常复数加法就是运算 
/ ； CXC—C, f(a,/3) - a+13. 

我们经常把集合 A 上的运算表示成 • ，即对于 a ，6 GA , f(a ， b) 
写成“ • 6( 6 A ) 或者更简单写成 
运算_叫做满足结合律，是指 

a • (b • c) = (a • b) • c ( 对任意 a ， b，c 6 A ). 

运算•叫做满足交换律，是指 

a • b = b • a ( 对任意 a^b G A ). 

一个集合赋予满足某些特定性质的（一个或多个)二元运算，便得 
到各种代数结构.本书讲述群、环和域三种代数结构. 
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习 


题 


1. 设 B ， A , 心6 D 均是集合. 试证： 

i )即山糸卜 U ( snA ,)， 

iei i ^ ! 

ii ) BU ( 门 A,) = n(BU/U ， 

: e / 女 i 

in) LJa ? - — Oa ( , 门 a,. 二 LJa,-. 

iei iei iei / e / 

2. 设 /: A — B 是集合的映射， A 是非空集合. 试证： 

i )/ 为单射 ㈡ 存在 A ， 使得 

ii )/ 为满射 ㈡ 存在 mb — a ， 使得 

3. 如果 f C 均是一 1 — '对应 ，则 g 。/: A — C 也是 

一一对应，且 ( g 。/)— 1 二厂 、君―、 ’ 

4. 设 A 是有限集， P ( A ) 是 A 的全部子集(包括空集)所构成 
的集族，试证 I P ( A )| =2 1 A | . 换句话说， n 元集合共有2〃 个不同的 
子集. 

5. 设 /: A — B 是集合的映射.在集合 A 上如下定义一个关 
系: 对任意〜 a 7 6 A , a 〜 〆 当且仅当 / U ) = / U '). 试证，这样定 
义的关系是一个等价关系. 

6. 证明等价关系的三个条件是互相独立的，也就是说，已知 
任意两个条件不能推出第三个条件. 

7. 设 A ， S 是两个有限集合. 

i ) A 到 B 的不同映射共有多少个？ 

ii ) A 上不同的二元运算共有多少个？ 

1.2 什么是群 

让我们先从半群讲起. 

定义集合 S 和 S 上满足结合律的二元运算•所形成的代 
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数结构叫做半群.这个半群记成 （ S ，•） 或者简记成 S ， 运算 X • y 
也常常简写成 

如果运算又满足交换律，则 （ S ，• ）叫做交换半群.象通常那 

样令 X 2 —X • X , ? +1 =X n • • X n , 72^1) 

定义设 s 是半群，元素吒 s 叫做半群 s 的幺元素，是指对 
每个 xGS ，xe = ex = x . 

如果半群 s 有么元素 e ， 则它是唯一的，因若/也是么元素， 
则我们将半群 S 中这个唯一的幺元素〈如果存在的 
话)通常记作 Is 或者1，具有么元素的半群叫含幺半群. 

定义设 s 是含么半群.元素叫做元素 xes 的逆元 
素，是指 xy = yx ^ l . 

如果: r 有逆元素，则它一定唯一.因为若/也是 x 的逆兀素， 

则 ocy = y f Ji '^ l . 于是 

y ^ y • I = yixy f ) iyoc)y = \ m y = y • 

所 以若: r 具有逆元素，我们把这个唯一的逆元素记作 f \则 

XX -1 =.r ] 了 =1_ 

定义半群 G 如果有么元素，并且每个元素均可逆，则 G 叫 
做群.此外，若运算又满足交换律，则 G 叫做交换群或叫阿贝耳 
( Abel ) 群. 

下面给出半群和群的一些例子. 

例1设 M 为非负整数全体， （ M ，+) 是含么交换半群，幺元 
素是数0,但它不是群，因为只有0对于加法在 M 中才可逆. 

z , 2 ， i ?， c 对于加法均是阿贝耳群，叫做整数加法群，有理数 
加法群等等. 

( N ，•） 是含么交换（乘法）半群，么元素为 1. 它不是群•令 
Q - 为非零有理数全体，则 (2* ， • ）是交换群，么元素为1，非零有 
理数 a 的乘法逆为厂 1 .这叫非零有理数乘法群，同样有 CR * ，• ） 
和 ( c * ， • ），这些都是阿贝耳群. 

例 2 以 M_,(C) 表示全体 m 行 n 列复矩阵组成的集合，它 

8 



对矩阵加法形成阿贝耳群.么元素是全零矩阵，而矩阵 A = (^ ) 的 
加法逆是一 A=( — ay ). 以 M„(C) 表示 n 阶复方阵全体，它对乘法 
形成含么半群，么元素是单位方阵 L 由线性代数可知， n 阶复方 
阵 A 有乘法逆的充要条件是 detA^O. 从而 M„(C) 不是群，并且 
当时，易知半群 M„(C) 不是交换的.类似有加法交换群 
M m ,„( i ?)， 含么半群 M „(0) 等等. 

例 3 设 A 是非空集合，以 2( A ) 表示从 A 到 A 全体映射组 
成的集合.则 S ( A ) 对于映射合成运算形成含么半群.么元素为 A 
上恒等映射 1a. 由 1. 1的引理 2 可知， S ( A ) 中映射/可逆的充要 
条件是/为一一对应.所以当 | A |>1 时， S ( A ) 不是群，并且半群 
2( A ) 不是交换的. 

例 4 欧氏平面 i? 2 中保持欧氏距离不变的运动叫做欧氏运 
动.由于欧氏运动必为圮到自身之上的——对应，并且它的逆仍 
是欧氏运动，而两个欧氏运动的合成仍是欧氏运动，从而全体欧氏 
运动形成群，叫做平面上的欧氏运动群，这也是非阿贝耳群 • 

例 S 设 n 为正整数，我们在 Z 上定义如下关 系：对 于整数 a 

和6， 

a — b ^ n \ a — 6( 即 a 三 / j ( modn )) 

易知这是等价关系，于是整数棄合 Z 分拆成 n 个等 价类: H ， …， 
n — i ， 其中 i 表示/所在的等价类，即三 z ( modn )}. 而 
{0，1，2，...，"一1}是2对于1:述模抓同余关系的一个完全代 
表系. 

以乙表示上述 n 个等价类组成的集合.在乙上定义 加法： 

a -\~b — a + 6 

由同余式基本性质可知这个加法运算是可以定义的，即与等价类 
(或叫模„同余类）中代表元的取法无关，并且乙对于这个运算形 
成交换群，么元素是 I 这叫整数模〃加法群 • 

如果乙中定义乘法 

ab = ab 


9 




则乙对此乘法是含么交换半群，么元素为 1. 由于等式 a 5 = 1相 
当于同余式 ab ^ l ( modn ) , 从初等数论知道，对于给定的 a ， 存在6 
满足 M ^ Kmodn ) 的充要条件是 ( a ， n ) = 1. 从而 a 对于上述乘法 
可逆的充要条件是 ( a ， n ) = l . 

设 ( M ，•） 是含幺半群，我们以 LKM ) 或者 M * 表示半群 M 
中可逆元素全体. 

定理1若 ( M , •) 是含么半群，则 ( L /( M )，•） 是群. 

证明由 可知 •若则… 

6均可逆，易知 是以 的逆元素，从而 Mei /( M ). 因此•是 
L /( M ) 上的二元运算.这运算在 L /( M ) 中当然也满足结合律，于是 
( L /( M ), •) 是含幺半群.由于 LKM ) 中每个元素 a 均可逆，从而 
a — WM 也可逆（因为 a 是 a — 1 的逆），因此厂从而 17( M ) 
中每个元素在 U ( M ) 中均可逆.根据定义 ， U ( M ) 为群. 证毕 • 

于是由前面的例子便知： 

( a ) 全体 n 阶可逆复方阵形成乘法群，叫做复数上的〃次一般 
线性群，表示成 GL(n ， C). 同样有群 GLin.R) ， GUn ， Q^. 

( W 设 A 为非空集合， A 到自身之上的所有一一对应对于合 
成运算形成群，叫做集合 A 上的对称群或全置换群，表示成 
S ( A )， 其中元素（即 A 到 A 的一一对应)叫做集合 A 上的置换. 

( c ) 设 n 为正整数，^为整数 a 的模”同余类.则集合 
Z * = {a | ( a , n ) = 1} 

对于乘法形成阿贝耳群.这个群有 〆 ”)个元素，其中 〆 ”)是1到 
n 屮与 n 互素的整数个数( 〆 ”）叫欧拉函数) • 

设 G 是群.若集合 G 有限，称 G 为有限群，否则叫无限群•若 
有限群 G 共有 n 个元素，则 G 叫 n 阶群或叫 n 元群，叫有 
限群 G 的阶. 

为了考查各种群之间的联系，我们要研究群之间的映射•但是 
群不仅是集合还有运算，所以我们需要映射与群运算保持协调•确 
切地说： 
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定义设 ( G ，•） 和 ( GV ) 是两个群.映射叫做群 G 
到群 G ' 的同态，是指对 a ，6 GG 

/(a • b) = /( a ) 。 /(6)( 简记成 fiab) = /( a )/(6)). 

此外，若 / 又为单射或满射，则 / 分别叫单同态或满同态.如果同 
态/是一一 对应' ，则称/是群 G 到群 G ' 的同构.这时，称群 G 和 

G ' 是同构的，表示成 G 兰 G ' 或者 

彼此同构的群具有完全相同的群结构.在群论中，同构的群认 
为本质上是同一个群，我们更主要是研究本质不同的群之间的联 
系，所以同态是群论中更重要的研究手段. 

例 1考虑映射 

• det ： GL(rijC) ?A !~^adet(A). 

即把每个〃阶可逆复方阵 A 映成它的行列式 det ( A ) (这是非零复 
数).由于如04召）=(如171)(制_6)，可知如是乘法群同态，并且 
易知这是满同态.当 n^2 时，这不是单同态. 

例2设 n 为正整数 . C ,, = { 々 | — 1 }. 则 C „ 中 n 个 

复数形成乘法群 （叫〃 次单位根群)作映射 

f -,C n 一 ( Z „ , +) ， — a . 

则 

f ( e ，• )= f ( e 2 T ，< ! T H，) ) = a t > = a -\~b 

二 /(e，）• /(e^). 

所以 / 是群同态，显然 / 是一一对应，从而/为群同构. 

如果考虑以点 O 为中心的正 n 边形 
(图1为正六边形).设仏是以 O 为中心将此正 n 
边形变成自身的旋转群.如果用 a 表示反时针旋 

转360，则 = { 1， CT ， CT 2 ，…， cr rt — 1 } (注意 cT rt = 1 = 

n 图 1 

/) .不难看出，群 G „ 与前面的群 C „ ，乙均同构. 

尽管它们分别来自几何、代数或者数论，但是它们本质上是同一个 
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群，即有同样的群结构. 

群 G 到自身的同态（同构）叫群 G 的自同态（自同构）.以 
Aut ( G ) 表示群 G 的自同构全体，请读者验证它对于合成运算为 
群，其么元素为 G 上的恒等自同构（即恒等映射).对于群 G 决定 
出它的自同构群 Aut ( G ) (即决定 G 的全部自同构并刻画出 
Aut ( G ) 的群结构），是群论的一个基本问题. 

例 考虑整数加法群 ( Z ， 十) .设 /: Z—Z 是 Z 的自同态.则必 
然于 /( o )- o , /(—”）=—/(”） （习题 15) .从而若 /( i )=; ez ， 
则/(2)=/(1 + 1) = /(1)+/(1)=纟+; = 2;.用数学归纳法即知对 
每个正整数 w ， /(w)=w /， 从而 f(~n) = —nt. 不难看出如此定义 
的映射是加法群 Z 的自同态.将此自同态记成 /,. 不同的 Z 对应不 
同的自同态.因此 z 的自同态(含幺半群)为 {/, uez }. 

自同态义的象为{加 I « gz }. 从而 f t 为自同构 ㈡ | nez } 
= Z <^〖=±1. 因此 Aut ( Z ) : ={/ i ， /- 1 } (二元群).其中幺元素 /i 
为恒等自同构，而/- I 为自同构 72 — — 72 . Aut ( Z ) 中群运算是 
/-I H. 

习 题 

1. 令 N 是所有〃 X ”上三角非异复方阵的集合， P 是主对角 
线上的元素都是1的上三角方阵的集合，运算定义为矩阵的乘法 • 
试证， N 和 P 都是群. 

2. 令 G 是实数对 U ，6)， a 关0的集合.在 G 上定义 

(a,b)(c^d) — (ac ,ad +6). 

试证 G 是群. 

3. 令是任意一个集合， G 是一个群，泛是12到 G 的所有映 

射的集合.对任意两个映射定义乘积 / g 是这样的映 
射:对任意 fg(a) ~ f^a)gia) . 试证 是群. 

4. 令 G 是所有秩不大于 r 的复方阵的集合，试证在矩 
阵的乘法下 G 成半群. 
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5. 举出一个半群的例子，它不是含么 半群; 再举出一个含幺 
半群的例子，它不是群. 

6. 设 G 是一个半群.如果 

i ) G 中含有左么元 e ，即对任意 

ii ) G 的每个元素 a 有左逆 a - 1 ， 使得试证 G 是群. 

7. 令 G 是半群.如果对任意〜 66 G ， 方程 xa = b 和方程 
6在 G 内有解，则 G 是群. 

8. 设 G 是一个有限半群，如果在 G 内消去律成立，即由 
ax =“： y 或可推出 x =： y ， 则 G 是群. 

9. 设 G 是含幺半群， a ，6 GG . 

i ) 如果 a 有逆元素<2 _1 ，则 a _1 也有逆元素且 ( a — 1 ) _1 = a . 
ii ) 如果 a 和 6 都具有逆元素，则 以也有 逆元素，且 

( M ) _1 = b ~ l a ~\ 

10. 6是含幺半群 G 中元素 a 的逆元素当且仅当成立 

aba — a ab 2 a = 1. 

11. 令 G 是 n 阶有限群 ， A 是群 G 的任意 n 个元 

素，不一定两两不同.试证存在整数/> 和… ，使得 

CL p ap^i 

12. 在偶数阶群 G 中，方程 P = 1 总有偶数个解. 

13. 令 G 是 n 阶有限群， S 是 G 的一个子集， | S |> n /2 .试证 
对任意存在 a ，6 GS 使得 

14. 设是群的同态.试证 

fdo ) = 1 h 且对任意 I 6 G ,/( x ~ ! ) = 

15. 对任意 a € G ， a — f 1 是群 G 的自同构当且仅当 G 是阿 
贝耳群. 

16. 求有理数加群2的自同构群 AutQ . 

17. 证明有理数加群 Q 和非零有理数乘法群 2* 不同构. 

18. 证明： 

i ) 有理数加群2和正有理数乘法群2+不同构. 
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ii ) 实数加群 只 同构于正实数乘法群 k +. 

19. 群 G 的自同构 a 称为没有不动点的自同构，是指对 G 的 
任意元素 g 关1，如果有限群 G 具有一个没有不动点的 
自同构《且《 2 = 1，则 G —定是奇数阶阿贝耳群. 

1.3 子群和陪集分解 

定义设 ( G ，•） 为群 . A 为 G 的子集.如果 ( A ，•） 为群，则 
称 A 为 G 的子群，表示成 A < G . 此外若 A 关 G ， 则称 A 为 G 的真 
子群，表示成 A < G . 

例如，对每个群 G ， 一元群 { l c } 以及 G 自身均是 G 的子群，它 

们叫做 G 的平凡子群. 

为了验证子集 A 是否为群 G 的子群，只需验证 A 对于 G 中 
的运算形成群.即只需验证以下三点： 

(1) lcGA ； 

(2) (即 A 中每个元素对于 G 中运算的逆元 
素均在 A 中）； 

(3) a , (即 G 中运算也是 A 中二元运算).根据 

这个方法不难验证下面例子中的子群. 

例 1对每个非负 整数〜 是整数加法群 Z 
的子群，当〃>1时，这些子群均与 Z 同构. 

例2以 SL (〃, C ) 表示行列式为1的 n 阶复方阵全体，它是 
一般线性群 GL ( n ， C ) 的子群，叫做特殊线性群. 

设 G 为群， A ， B 为 G 的子集，今后记 

aA — {or I ^ G A }, Aa ~ {xa | x ^ A }, 

A -1 = { a -1 I a G A},AS = {ab | a G A , 6 G B }. 
引理 1 设 G 是群，定义 G 上的关系为 :对于 g ， 

G , g 〜 h ^ gh~ l 6 A . 则〜是 G 上的等价关系，并且兀素 g 对此 
等价关系的等价类是 Ag . 
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证明 （1) 对每个 gGG ， 由于狀 —^ leA ， 从而莒 〜孚 （2) 
若尽〜 h 则劝 —¥ A ， 由于 A 是子群，从而崤- KA ， 
于是 / i 〜孚 （3) 若 g 〜 A ， A 〜 Z ， 则劝 — \ hH A , 因此 gZ - :二 
( g h ~ l )( hr l ) eA . 于是 g 〜 l 综合上述即知〜为 g 上的 等价关 
系. 


进而: g 〜/ i ㈡ gh- 1 G A <^h = ag^ ： Ag, 从而与 g 等价 

的元素全体为集合 Ag ， 证毕. 

由引理1可知，群 G 分拆成形如 Ag 的一些集合，每个等价类 
Ag 叫做 G 对于子群 A 的右 陪集. 如果 R-{gA i € I } 是 G 对于上 
述等价关系的完全代表元系，则它通常叫做 G 对 A 的右陪 集代表 
元系. 于是有分拆 


G = U (两两不交的并） 

这叫 G 对子群 A 的 右陪集分解. 其中右陪集个数为|只|，表示成 
[ G : A ]. 如 果只为 有限集，则 [ G : A ]=| i ^| 是正整数，若尺是无限 
集，则记成 [ G : A ]= m . [ G : A ] 叫做子群 A 对于群 G 的 指数. 

类似可定义群 G 对于子群 A 的左陪集分解（左陪集形式为 
gA) 并且 A 对于这两种分解在 G 中有相同的指数(习题 8,9). 

作为陪集分解的应用，现在证明群论中第一个重要的数量 
结果. 

定理1 (拉格朗日 （ J . Lagrange ) 定理）设 G 为有限群， 
A < G . 则 | G | = | A | • [ G : A ]， 特别地， G 的每个子群的阶都是 G 
的阶的因子. 

证明 考虑右陪集分解 


G = |J Ag (两两不交的并） 

对于 a ，6 eA ， 由消去律可知 a 科 ㈡ agfbg . 从而对每个 
|Ag| = |A|. 由右陪集分解式即知 

I G H 2 I H 2 I A 1 = 1 A 1-1 1 = 1 A I* [G ： A], 证毕. 

拉格朗日定理是群论中简单而有用的定理.例如 :一个 6阶群 
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只能有1,2,3,6阶子群，不能有4阶或5阶子群.又如，素数阶群 
只有平凡子群. 

拉格朗日定理还有一个重要的推论.设 gee ， 若存在正整数 
” 使得 y = i ， 则满足此式的最小正整数《叫做 g 的阶，并且称发 
是有限阶元素.例如 lc 是1阶元素.如果不存在正整数 n 使得 f 
=1，则称 g 是无限阶元素.有限群 G 中每个元素均是有限阶元 
素，这是因 为:考 虑集合{☆/，/，•••}.由于 G 有限，从而有 0 <m 
<”，使得 f ，于是炉 — 二 〆 ^1 = 1.而 n - m 为正 

整数，因此 g 为有限阶元素. 

定理2 设 G 是有限群，则 G 中每个元素 g 的阶均是 1 G | 的 
因子. 

证明由上所述知 g 是有限阶元素.设 g 的阶为〃，则1 =，， 
g 1 ， …，是 G 中《个不同的元素，而 f = 1.不难看出它们形成 
G 的一个 rz 阶子群 A ，于是由定理1即知 n =| A | 为 | G | 的 因子. 
证毕. 

设 geG ， g 的阶为 n . 若对某个整数 / n，r = l ， 则由整数集 
合上的欧几里德带余除法即知 nim . 

作为定理2的应用，我们来确定非阿贝耳群的最小阶数.首 

先有 

引理2 若群 G 中每个元素 g ( T ^) 的阶均为2,则 G 是阿贝 
耳群. 

证明设 a ， 6 6 G ， 则 a 2 = 1， abab = ( ab ) 2 = 1. 于是 
a ( abab ) b=a • 1 • 6 .但是 a 6 =(⑽） 6 a ( 祕 ） = 6 a •即 

ba — ab . 证毕. 

引理 3 〆 素数)阶群 G 均是阿贝耳群，并且均同构于整数模 
P 加法群 

证明 根据定理2,对于每个 g 的阶为 ^于是 
U ， g ， f ，…， #— M 是 G 中个不同元素.但是 | G |=/>， 于是 G = 
U ， g ， g 2 , 1 }. 这显然是阿贝耳群 （gY = g l ' J ^ g J+I = g J • 
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f )• 由于 f = l ， 易知 f 是群的同构.证毕. 

这个引理 表明； 对于每个素数0，0阶群本质上只有一个， 
即 Z p . 

现在可以证明 

引理 4 非阿贝耳群的最小阶数是 6. 

证明 由引理3知2,3,5阶群均是阿贝耳群 . 1元群显然是 
阿贝耳群.考虑4元群 G . 由定理 2， G 中元素 g 乒1的阶只能是2 
和 4. 如果 G 中有4阶元素心则（?={1，心#4 3 }兰厶，从而是阿 
贝耳群.否则， G 中每个 g 乒1的阶都是2,由引理2可知它也是阿 
贝耳群.这就证明了 4阶群均是阿贝耳群.最后，以 S 3 表示集合 
{1，2, 3} 的对称群 ( g 卩{1，2, 3} 的全部置换形成的群），它是 6( = 3 
X 2) 元群 ： S 3 = U ，（12)，（13)，（23)， （123)， （132)}. 由于 （12) 
(13) = (132) 尹（123) = (13)(12)，从而 S 3 不是阿贝耳群.因此最 
小非阿贝耳群的阶数是 6. 证毕. 

定理 3 设 g 和 A 为群 G 中元素 

(1) 若 g 是 n 阶元素，则对每个正整数爪，沪的阶是 
nI ( m ， n ). 

(2) 若 gh = hg ， 元素 g 和 A 的阶为 m 和 n ， 并且 ( n ， m ) = l , 
则 g / i 的阶为 nm . 

证明 （1) 令 f 的阶是 iV . 由于 

=1( 注意"/(爪，"），？/|/ ( 7? Z ， "） 6 Z ) 从 
而 iV | n /( m ， n ). 另一方面，由 = ( 沪广 =1，可知于是 

^1^^.但是^和^互素，因此•因此 


( 771 ，"）. 

(2) 设砂 的阶为见由于 gh = hg ， 从而 （ gh) nm =宫職&職= 
( f ) W：r = l ， 因此 iV | w / i . 另一方面，由 （1) 知 〆 1 的阶为 m /( n ， 
爪）二爪，又 〆 的阶为 N /( n ， N ). 于是 m = 
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N /( n ， N ) d [ lmjN . 同 样地… N. 由于 /n 和 n 互素，从而于 
是 N =^ nm . 证毕. 

定理 4设 G 为有限群， A，B<G. 则 

(1) |AB|-|A| - \B\/\Af]B\ 

(2) 若 A<B<G ， 则 [G : A] = [G : B][B : A]. 

(3) [G : AflB]<[G : A][G；B]. 进而若 [G : A] 和 [G : 
互素，则 [G : AflB] = [G •• A][G •• B] 并且 AB=G. (注 意:若 A 
和 B 为 G 的子群，易知 AflB 也是 G 的子群). 

证明 （1) 集合 AB 显然是一些陪集的并，而 B 是 
一些陪集 (AflB)6(66B) 的并.但是对于 b ， eB ， 有 

Ab— Ab / ^ b’b- 1 6 A ㈡ b’b- 1 6 A f] B ㈡ （A n B)b 

=(a n B)t\ 

所以上述两种分解中陪集个数是一样多.即 

| AB | / | A i-l B | / | A n B | ，这就证明了 （ 1 ). 

(2) 设 G 对子群 B 的陪集分解为 

G = 0 也，” = [ G : B ] 

尸 1 

B 对子群 A 的陪集分解为 


B = [J Abi , m — [B : A ], 

i^i 

n m 

则 G= U U Abigj ，如果 Ab t gj —Abi'g/ , (\d ， i’<m ， 

j~\ f~i 

n ), 则 hurAr 1 6 A ， 从而 gygr 1 因此 

所以从而匕力 rWA ， 即而这又得出 f = 这就 
表明当（以)尹(〆，/)时， A6 而和如⑻，是 G 对 A 的不同陪集.于 
是 

[G : A] = mn = [G : B][B : A]. 

(3 ) 对于由于 

^ ： A^>Ab^Ab\ 可知 

: AHB]<[G : A]. 从而 [G : = : B][B : 
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[ G : B ][ G : A ]. 另一方面，由上式知 [G : B ] I [G ： ARB ], 同样 
有 [ G : A ]|[ G : AflB ]. 由于 [G : B ] 和 [G : A ] 互素，所以 [G : 
B][G : A ] 丨 [G : A fl B ]. 于是必然 [G : A fl B ] = [G : A][G : 

B ]. 即 IGl / jAflB 卜 | H B| •从而 | G | = •但是由 

( i ) 知 | AB |=^^， 因此 | AB 卜 | G |， 即 AB = G •证毕. 

定义设 A 和 B 是群 G 的两个子集.如果存在使得 
g 一 1 ，则称 A 和 B 共轭. 

不难看出，群 G 的子集之间的共轭关系是等价关系.每个等 
价类叫做共轭类.易知 Ig-iAgl = | A |. 从而彼此共轭的集合有相 
同的势数.又若 A 是 G 的子群，易知 g - l Ag 也是 G 的子群，叫做 
A 的共轭子群.从而 G 的所有子群也分成一些共轭类.元素 g~ l ag 
叫做 a 的共轭元素. 

定义设 M 是群 G 的子集.则 

N g ( M ) = {g ^ G \ g^Mg = M } 

是 G 的子群(为什么？），叫做 M 的正规化子.又令 

C g ( M ) = {g €■■ G | g~ l ag = a ， 对每个 a 6 M }. 

由于相当于 = 从而 C g ( M ) 即是 G 中与每个 M 
中元素均可换的元素 全体. 这也是 G 的子群，叫做 M 的中心 化子. 
因此 Cb ( G ) 中元素就是与 G 中每个元素均可交换的那些元素，这 
叫做 G 的中心元素，而子群 aG )= C c ( G ) 叫做 G 的 中心.于是 : G 
为阿贝耳群 ㈡ G = C ( G ). 所以 C ( G ) 的大小反映了群 G 的交换性 
程度.又由定义知 C g ( M )< N g ( M ). 并且对每个元素 a 6 G ， 
Cg (<2) ~-/Vg ( a ). 

定理 5 设 M 是群 G 的子集，则与 M 共轭的子集个数等于 
[ G : N g ( M )]. 

证明与 M 共轭的子集有形式 gHJVfeaeG ) •但是 

g ~ l Mg = g ^ l Mg f ^ gg ~ ] Mgg ^ 1 
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=M ㈡ gg^ 1 6 N G '( M) ㈡ N G (M)g 
= N G ( M ) g . 

从而 M 的共轭子集数等于 G 对 iVo ( M ) 的陪集个数.证毕. 

系. 设则与 a 共轭的元素个数等于 [ G : C G ( a )]. 
由这个系理可推出下面有益结果. 

定理6 设 {为 素数， G 为 〆 阶群.则 | C ( G )|>1， 即 
G 有非平凡(即不为 1) 的中心元素. 

证明 设 r -( C ( G )|. 由于 ieC ( G ) ，从而 r > l .令 C ( G )- 
由定 义知: a 为 G 的中心元素 ㈡ 只有 a 自身与 a 共 
辄.所以将 G 分拆成共轭元素类的并时，每个中心元素 a , 
( l < z < r ) 均自成一类，而其余共轭类中元素个数均多于一个.但 
是由定理5的系可知每个共轭类的元素个数均是的因 
子.所以 

p n = 1 + H - H 1 + P 1 + P lz H — Ail ，心 …> 1). 

s V ’ 

r 个 

因此 r =0(modp). 但是 r > l ，从而 | C ( G ) | 这就表明存在 

(至少 P -1 个)不为1的中心元素.证毕. 

我们已经证明过4阶群是阿贝耳群.现在可以证明 
定理7 对每个素数 h #阶群 G 均是阿贝耳群. 

证明 设1尹 a 6 G ， 则 a 的阶为 p 或者 p 2 ( 拉格朗日定理). 
如果 G 中存在 f 阶元素尽，则(^={1，#，#^"，？ 2 - 1 }是阿贝耳 
群（同构于 ). 否则每个元素 a 关1均是 p 阶元素.由定理6知 G 
中存在中心元素 a 关1，而 a 阶数是卜从而子群 A ={ l ， a ， …， 
a 夂 U 中每个元素均是中心元素.由于 jG | 二 〆 ， 丨八卜〜所以。 
中有元素6竽 A ， 而6的阶也为沁不难 证明: A ， A 6， A 6 2 , …， AM - 1 
是 G 对 A 的全部陪集(若 AM 二 AF ，— 1，则 b m ~ n e 
A , — 由于 m — ”和夕互素，而 6 的阶为 p ， BP 知6 

6 A ， 矛盾），因此 |0< n ， m ^ p ~ l }. 由于 a 71 为中心元 
素.所以 
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W ) U ” b m ). 这就表明 G 是阿贝耳群.证毕. 

习 题 

1. 试证群 G 的任意多个子群的交仍是 G 的子群. 

2. 设 A 是群 G 的非空子集.试证 A 是 G 的子群当且仅当对 
任意 a ， beA , M — iGA (这也相当于 AA - i = A ). 

3. 设 A 是群 G 的有限子集，则 A 是 G 的子群当且仅当对任 
意 a ， 66 A , ab ^ A . 

4. 设 A 和 B 分别是群 G 的两个子群.试证 A U B 是 G 的子 
群当且仅当 A < B 或 B < A . 利用这个事实证明，群 G 不能表成两 
个真子群的并. 

5. 设 A ， B 是群 G 的两个子群.试证 

AB <。当且仅当 AB = BA . 

6. 设 A ， B 是群 G 的两个子群且 G = AB . 如果子群 C 包含 
A ， 则 c = A ( Bno . 

7. 设 A 和 B 是有限群 G 的两个非空子集.若 

I A | + | B |>| G UJG = AB . 

8. 试 证:群 G 可以分解成它的子群 A 的互不相交的一些左 
陪集 gAU 6 G ) 的并 ( G 对 A 的左陪集分解). 

9. 如果 J ? 是群 G 对于子群 A 的右陪集代表元系，则 iT 1 是 
群 G 对于 A 的左陪集代表元系. 

10. SA < G , B < G . 如果存在 a ，66 G ， 使得 = 则 
A = B . . 

11. 设 H 和 K 分别是有限群 G 的两个子群. 试证： 

I HgK HI H||K ： g-^Hg n K |. 

12. 设 A 是群 G 的具有有限指数的子群.试证，存在 G 的一 
组元 素幻， 心，…，它们既可以作为 A 在 G 中的右陪集代表元系， 
又可以作为 A 在 G 中的左陪集代表 元系. 

13. 设 a ， 6是群 G 的任意两个元素.试证 <2和<2 _1 ，和 6 a 
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有相同的阶. 

14. 令 G 二 GL ( n ，0， P 是主对角线上的元素均为1的 nXn 
上三角方阵全体形成的 G 的子群.确定 N g ( P ), Cc ( P ) 和 P 的中 
心 C ( P ). 

15. 试证有限群 G 的一个真子群的全部共轭子群不能覆盖整 
个群 G . 结论对无限群是否成立？ 

16. 设 G 是有限阿贝耳群.试证 g 对应到 〆 是 G 的一个自同 
构当且仅当6和 jG | 互素. 

17. 设 G 是奇数阶有限群， a 6 Aut ( G ) 且 a 2 = l •令 

Gi ^{ g ' EGIaCg ')^.^} ， G — 1 = { g ^ G \ a ( g )= g ^ 1 }. 试证 
G^QG—IGnG'l. 

18. 设 G 为群.对每个元素如下定义厶： G — G : 对任 
意 xGG , f g { x )= g - l xg . 试证 A 是 G 的自同构，且 / g 是恒等自 
同构当且仅当 gec ( G ). 

1.4 循环群 

设 G 为群， S 是 G 的子集， G 中包含 S 的最小子群 A 叫做由 
S 生成的子群 ，表示成 A =〈 S > (注 意:若 A ! 和 A 2 是包含 S 的子 
群，则 A : HA 2 也是包含 S 的子群，从而包含 S 的子群当中确实有 
最小的一个.事实上，它就是 G 中包含 S 的所有子群之交).显然 
对 S 中每个元素 a ， a 和 a _1 均属于 〈 S 〉， 从而对 ai ， …， a m 6 SU 
S 一 1 时， 〈 S 〉. 但是易证这种形式的元素之逆与积仍为这 
种形式的元素，所以它们形成一个子群，从而这也是包含 S 的最 
小子群.于是 

< S > — {ai I /n ^ 0, a z - S U S ~ l } 

(这里当 m = Q 时理解为 <2广*‘ = 1). 

如果群 G 自身由子集 S 生成的，即 G =〈 S 〉， 则称 S 是 G 的一 
个生成元系 ，如果 G =〈 S 〉 并且 S 是有限集，称 G 是 有限生成群. 

22 



特别若群 G 由一个元素 a 生成，即 G= 〈 a 〉 ， 称 G 是循 环群. 循环 
群是一类最简单的群，本节研究这种群的性质（子群特性，生成元 
特性以及决定它们的自同构群). 

设6=仏〉是循环群.若“是无限阶元素，则〜，^%^” +1 ， 
…， a—— 2 ，厂 1 ^ = 1，〜^，_“，以，〜是彼此不同的元素，全体即是 

G. 从而 G 是同构于 Z 的无限群（同构可取为/ : G 二 Z ， a” ^n). 

如果 a 是有限阶元素，令 a 的阶为〃>1，则我们已多次指出， G= 
{1，〜/，〜4^}与整数模；2加法群乙同构.于是我们证 明了： 
定理 1无限循环群同构于整数加法群 Z， 〃阶有限循环群 
同构于 Z„. 从而同阶循环群彼此同构（不同阶循环群当然不 
同构). 

根据这个定理， n 阶循环群本质上只有一个，即样版为 Z (当 n 
时)或由于 Z 和2„是初等数论的主要研究对象，所以循 
环群的各种性质(及其证明）不过是初等数论中整数和同余性质的 
群论叙述形式.先谈循环群的子群. 

定理2 循环群的子群均是循环群.详言之，设 G= U〉 是循 
环群. 

(1) 若 G 是无限循环群，则对每个正整数 m，G 恰有一个指数 
为 m 的子群 G m =〈^〉，并且它们和 { 1 } 是 G 的全部子群. 

(2) 若 G 是 n 阶有限循环群，则对 n 的每个正因子 m，G 恰有 

一个指数为 m 的！阶子群 G m H 并且它们是 G 的全部 子群. 

m 

证明 设只是0 = ^〉 的子群.不妨设 H 尹 {1}. 令 m 是满足 
a m eH 的最小正整数.易知对每个整数〃， a n eH ㈡ 于是 H 
并且当 a 为无限阶元素时 ， [G : G m ] 二 m . 这就证明 
了⑴.若 a 是”阶元素，则 (设 n = mq ^ rr , — 1, 

Z. 由于，可知，=-以1" = (，）—由 m 的极小性可知 r 
-0, 即 m |"). 于是”从而 = … 

这是阶循环群，从而 LG : G m ]= \G\/\G m \ =n/q = m (注意 
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G„ = {1}). 这就证明了 （2) .证毕. 

设 G =( a ) 为 n 阶循环群.拉格朗日定理是说， G 的每个子群 
的阶？必是 n 的因子.定理2表明拉格朗日定理的逆也成立，即对 
于 n 的每个正因子 “G 恰好有(一个) z 阶子群 〈a_〉. 

定理3 SG= 〈 a 〉 是循环群. 

(1) 若 G 为无限循环群，则 G 的生成元只有 a 和 a 一 1 . 

(2) 若 G 为 n 阶有限循环群，则 G 的生成元共有〆 n) 个，它 
们是 V(l<6<"，a，") = l). 

证明 （1) 显然〈厂 1 〉=〈“〉=&另一方面，由于[6: 〈a”〉] 
= |»1 ，可知㈡” =±1. 

(2) 根据 1. 3的定理3,由于 a 的阶为 n， 从而V的阶是 
n /( k , n ). 于是 〈 V 〉 =G ㈡ V 的阶为” ㈡ n 二 n ! ik ， n、 ㈡ ik ， n ) 二 

1. 证毕. 

最后我们决定循环群的自同构群.设 <a>, /： O+G 是 G 
的自同构.令 /(a)=a m ，则 /(G) = <a m >=^G. 从而当 G 是无限循 
环群时必然 m 二士 1( 定理 3) •当 fU )= a 时， /U m )=a m ， 因此这 
是恒等自同构.当 mez)， 这 

也是 G 的自同构.所以 Aut(G) 是二元群.如果 G 是 n 阶有限循环 
群，则 〈a m 〉=G ㈡ （/n，n) = l( 定理 3 ).当 （/n，”） = l 时，直接验证 
f m : G—G， f m W ) = W 对每个 0<Z<”一 1) 

是群的同态，并且由上述知 A 是满同态.由于 A 把”元集合 G 
映到 n 元集 G 之上 ，由九 是满同态即知也是单同态（为什 
么？），于是 A 是同构.当 0</n^々<”一 1时， / m U)= ，尹V 
二/〆 “），可知从而 G 共有 <p ㈤个自同构 
0，"）=1}.由于(/別. ^ f m ( a m， ) ( a ) , 于是 

f m - fm'-fmm'. 由此即知 Allt ( G) 同 构于乙 中乘法可逆元构成的 
乘法群，这是 〆”)阶阿贝 耳群. 

习 题 

1. 满足方程 /=1 的复数解集在通常乘法下是一个〃阶循 
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环群. 

2. 群 G 没有非平凡子群的充分必要条件是 G ={1} 或 G 是素 
数阶循环群. 

3. 有理数加群2不是循环群，但它的任意有限生成的子群都 
是循环群. 

4. 设 a 和6是群 G 的元素，阶数分别是 n 和 m ，（ n ， m ) = l 且 
ab = ba . 试证 〈 a 6〉 是 G 的/ nn 阶循环子群. 

5. 在 n 阶循环群 G 中，对 n 的每个正因子 m ， 阶为 m 的元素 
恰好有 < p ( m ) 个，由此证明等式 

m\ n 

6. 设 G 是一个 n 阶有限群.若对 n 的每一因子 m ， G 中至多 
只有一个 m 阶子群，则 G 是循环群. 

7. 真子群 M 称为群 G 的极大子群，如果不存在 G 的子群 B 
使得 M < B < G . 确定无限循环群的全部极大子群. 

8. 如果有限群 G 的极大子群 M 是唯一的，则 G 是素数幂阶 
循环群. 

9. 举一个无限群的例子，它的任意阶数不为1的子群都具有 
有限指数. 

10. 设 p 是一个素数， G 是方程 P = /=1，…， x ’= l ， 

…的所有根在复数乘法下的群.试证， G 的任意真子群都是有限阶 
的循环群. 


1.5 正规子群、商群和同态定理 

在以上几节我们讲了一些群论中的定量结果(拉格朗日定理 
是典型例子).本节主要目的是研究群论中定性结果——同态基本 
定理.它是研究群的最基本也是最重要的一个工具.先谈正规子群 
和商群. 

设 N 是群 G 的子群， G = UiVa 是 G 对于 iV 的陪集分解.以 

a^R 
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G 表示全体右陪集构成的集合，即我们希望将集 
合 G 赋以群的结构.最自 然的运算是定义 (Na) (Nb) = Nab. 但首 
先遇到的问题是 ：如此 定义运算是否可行？因为若取 iVa 和 iV 6 
中另一组代表元^和6'(即 Na = Na\ Nb=Nb ，）， 是否 Nab r ^ 
Nab? 如果不然，那么上述运算是不能定义的. 

上面的要求相 当于： 对每个 a ' GiVa ， 1/ eNb ， 均要 Nab'- 
iVa 蚁这也相当于要求 NaNb ^ Nab ， 即 NaN = Na . 或者写成 
NaNa ~ ] = iV ， 而这又相当于要求 aiVa — (对 a 6 G ). 由此式得 
出 iVGa - 1 iVa (对每个 aec ). 这也相当于 iysaMr 1 *: 对每个 
G ). 于是要求 aNa - 1 = iV (对每个 a 6 G ). 换句话说，我们要求 iV 
是 G 的自共轭子群，即只有 iV 自身是 iV 的共轭子群. 

定义群 G 的子群 N 叫做 G 的正规子群，是指对每个 gGG ， 
g~ l Ng=N. 如果 N 是 G 的正规子群，则表示成 N<\G. 

引理1设 iV 是 G 的子群.则下列条件彼此等价. 

(1) N < G . 

(2) 对于每个 g 6 G ， gN=Ng. 

(3) N G (N) 二 G. 

(4) G 对于 iV 的每个左陪集均是右陪集. 

证明由 gNg = N ㈡ iVg = giV 可知 （1) 和 （2) 等价.由于 
子群 N 的共轭子群个数为 [G : N G ( N )] (定理 5)，从而 N<IG ㈡ 
[ G : N ( ；( N )] = 1 eG = iyc ；( iV ). 所以 （1) 和 （3) 等价.由 （2) 显然 
推出 （4) .最后证 (4) X 2): 对 g 6 G ， 由 (4) 知有 〆 6 G 使得 = 
Ng \ 由 T 16 iv ， 从而 g=g • l ^ Ng \ 因此 Ng = Ng = gN . 这就 
证明了 （2) .证毕. 

i 9： N <] G •令 a=Na = aN . 我们可以在集合 G = {江| a 6 G } 上 
定义二元运算4 • b = ^ b . 这个运算的可定义性是因 为:若 7 = h 
即 a ， N = aN ， b'N = m . 则 

ab r ~ a’b’N = a'b’NN = a’Nb’N = aNbN = ab. 

不难验证 g 对此运算形成群，幺元素为了 =1 • 而 (心- 1 : 
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f 1 . 我们把群 G 叫做群 G 对正规子群 N 的商群 ，表示成5 = 
G/N. 如果 G 是有限群，则 |G/N| = |G: N| = |G|/|N|. 

现在讲本节最主要结果. 

定理 1 (同态基本定理）设 /:G—t 是群的同态.则 Im/ 
= /(G) 是 t 的子群， Ker/=/- 1 (1) = {公€0|/(公）=1}是0的正 
规子群.并且有群同构 

7 ! G/Ker/:Im /， f(g) = fig). 

(Im/ 和 Ker/ 分别叫做同态 / 的象和核） 

证明先证 Im / 为0'的子群.显然 = 若 

aWeim /， 则有 a ，6 GG 使得 f ( b )= b \ 于是( 〆 )-】 
= /( a ) _1 = f ( a ~ 1 ) GIm /, a ’ b f = f ( a ) fib ) = f ( ab ) 6 Im / •这就 
表明 Im / 是0'的子群. 

再证 Ker/<G. 不难看出 Ker/<G. 进而，对每个 g ^ G , 
aGKer/, f(g^ag)=f(g- 1 )f(a)f(g)=f(gr 1 - 1 - f(g) = 
1. 因此 g~ l age Kerf . 从而 f 1 ( Ker/) ^ ^ Ker/. 类似可知 g 
(Ker/) g*— 1 G Ker /， 即 Ker/Gg— 1 (Ker/) g . 从而 Ker /二片 一 1 
(Ker/)〆 对每个 gGG). 这就表明 Kerf <\ G. 

现在定义映射 

7 : G/Ker/—Im/ ， 7(1) =/(g ) (对每个 i^G/Ker /). 首先 
要说明映射 7 的可定义性，即与 g = g(^rf) 中代表元选取无关 • 
因若， Gg(Ker /)， 则 g ， =gk ， 々 eKer/ • 于是 /(?)=/(〆）= 
f(gk)=f(g) f(k)=f(g)=y(g). 其次，易证 / 为群的 同态： 

7m、 = = f(gg^ = /( 公 ） • /(〆）= 7(^) - 7Q ’、 

再证 7 是满 同态: 对每个 a'eim /, 有使得 / U)=Z 于是 
7(a)=/(a)=a / . 最后证7是单同态.若 E，5eG/Ker/(<2,6GG) ， 
并且 7(a) 二7(5)，则 /(“）=/ ⑹.于是 f ( a _ l b )= f ( a )- l f ( b ) = 
1.从而 a-WGKer/. 于是 a(Ker/)=^(Ker/). 即 5=5. 综合上 
述，便知7 : G/Ker/—Im/ 是群的同构.证毕. 
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定理中给出的 7 叫 做正则同构. 如果将7看成 G / Ker /^ G % 
则这是单同态，叫 正则 (单） 同态. 

系 设/: &+ G ' 是群的同态.则 

(1) /为单同态 ㈡ Ker /={1}. 

(2) 若/为满同态，则有(正则）同构 G / Ker / 二 G '. 

证明 ⑴若/为单同态，则 Ker /^ r 1 ^) 只能包含一个 
元素 1。，即 Ker /- { 1 }. 反之，若 Ker ./ = { 1 } ，则当 a ，6 G G 时， 
f ( a )^ f ( b )^ f ( a ~ 1 b )=^ l ^ a ~ 1 b ^ Kerf = b=\^a = b , 

于是/为单同态. 

(2) 由同态基本定理推出.因为这时 Im /= G '. 

. 今后我们要反复使用同态基本定理.为了研究各种群之间的 
联系，我们要善于构作和发现不同群之间的同态.现在先举两个简 
单例子. 

例 1不难验证 /: Z — Z „，/ U ) =5是加法群满同态（这里 
a 是整数 a 的模”同余类).并且 K er /= nZ ={ mk 6 Z }. 于是我 
们得到加法群同构 Z / nL ^ Z n . 所以整数模 W 加法群 Z „ 也常常写 
成 Z / i ^ Z 的形式. 

例 2映射 det : GL ( n , 0—0 是乘法群的满同态，它把每 
个”阶可逆复方阵 M 映成它的行列式 detM ， 从而 

Ker ( det ) = {M G GL ( n , C ) | detM = 1} = SL ( n , C ). 

因此 SL (〜0〈 GL (; i ， C ) 并且 GL (; i ，0/ SL (； i ， C ) 同构于非零复 
数乘法群 O . 

定理 2设 N < G . 令 J 是商群 G = G / iV 的全体子群组成的 
集合， J ={ M | iV < M < G }， 即 G 和] V 的中间群全体.则/: 
]， M # M = M/N 是 ——对应（注意 N ^ M ^ G ^ N <\ 

M ). 并且对 M 6 J ， M <1 G ㈡ M <] G . 

证明 作映射 

h •• J — Jl ， M \-^{g ^ G \ gN = g ^ M } 
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请读者自 证:当 MG J 时，/ i ( M ) = = 是 G 的子 

群并且包含 N ，从而 / i 是从 J 到 j 的映射.由于 

fh{M) = f({g e G \ gN G A?}) = M, (对 M 6 
hf(M) = h(M) = M (对 M 6 .. 

从而 / 和/ 1 是互逆的映射.因此/是——对应.进而 M<]G ㈡ 
(对每个 ㈡ (对每个 g ^ G ) ㈡ M<j 

G. 证毕. 

例 3我们决定所有的4元群.前面已知4元群 G 必是阿贝 
耳群，从而 G 的每个子群都是正规的.若 G 有4阶元素，则 
(循环群)•否则每个 aGGUfl ) 的阶均为2.取 aGG ， a 关1，则 V 
=1，即^=厂^〈心为 G 的2阶子群.从而 G = G / U 〉 为2元（循 
环)群，令 { 1， 6} ，1 =〈(2〉，6 = 6〈(2〉= }. 由 可知6运 

〈 a 〉 ，即^1, b ^ a . 但是也是2阶元素.显然 • b=l • 
5=5,从而即 aby ^ l , 以#(2,又由 ay ^ l 可知 ab ^ b . 因此 M 
就是 G 中除了 之外的第四个元素，即 G ={ l ， a ，6， M }. 其中 

，（必) 2 = 1.这个群叫做克莱因 （ Klein ) 四元群，记成 
.它显然与厶不同构，因为厶中有4阶元素而 K 4 中没有4阶 
元素.或者. . K 4 中有三个2阶子群 〈 a 〉，〈6〉， UM ， 而 Z 4 中只有一 
个2阶子群.这就表明：4阶群本质上只有两个 : K 4 和厶. 

设 Z 4 =〈 g 〉， 则商群 K 4 /〈 a 〉 和厶/< 〆 〉均是2阶子群，从而彼 
此同构.这个简单的例子表 明:设 N 和] V '分别是 G 和 G ' 的正规子 
群.如果 N ^ N \ G / N 兰 G 7 N '， 我们不能推出 G ^ G \ 

作为同态基本定理的应用，我们再给出两个同构定理. 

定理3设] V 〈 G ， H < G . 贝 iJ ( HflN )〈 H ， N 〈 iVH < G ，并 
且 ] VH /] V 兰 H / HfliV . 

证明由 N <] G 可知 Ng=gN (对每个 g^H) ，从而 NH = 
HN. 于是 

(NH)(NHr l = = (NH)(HN) 

= N ( HH)N ~ NHN = NNH — NH. 
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因此 NH<G (参见 1. 3中习题 2). 由于 N<]G， N[NH[G ， 可 
知 NH. 考虑映射 

f •• H — NH/N, h i-^h = Mi. 

易知这是群的满同态.并且对每个 /iGH， 

h G Ker/ ㈡ f(h) =Nh=i = N@heNQheHf]N. 
于是 K er /=HnN， 从而 HHN< H. 并且由同态基本定理的系 
可知 H/HDN^NH/N. 证毕. 

定理4 设] V〈G， M<\G, 则 G/M 兰注意由定 

理2知 M/N<G/N. 由 N<G, N<M 知]V<1 M). 

证明 设/ : G/N—G/M， g N ^gM. 首先说明这个映射可 
以定 义:若 则 g -YeiVGM， 即 g~ l g f e 
M， 于是 gM-gM. 进而， / 显然是满同态.最后，对于 

gN G Ker/ gM = M ㈡ g € M ㈡ gN 6 M/N t 

从而 Ker/-M/N. 于是由同态基本定理的系便知 

证毕. 


习 题 

1. 令 G 是实数对 (a，W，a^：0 带有乘法 

(a,b)(cjd) = (ac 9 ad +b) 

的群.试证尺={(1，6);托1?}是0的正规子群且0/尺兰1?*.这里 
K 是实数集合，是非零实数的乘法群 • 

2. 设 G 是群， N<M<G. 

i ) 如果 ，则 iV<M. 

ii) 如果〜<]^，〜是否一定是0的正规子群？ 

3. 试 证:群 G 的中心 C(G) 是 G 的正规子群. 

4. 群 G 的指数为2的子群一定是 G 的正规子群 • 

5. 设] V<G，M 是 G 的子群且〜<财，则 N g (M)/N = N g 
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( M ) •这里 G = G / iV ， M = M / N . 

6 . 设 /: 是群同态， M < G . 

试证广 1 (/( M ))= KM ， 这里 X - Ker (/). 

7 . 设 M 和] V 分别是群 G 的正规子群.如果 Mfl N = 1，则对 

任意 b € N ， ab = ba t 

8. 设/ : G — H 是群同态.如果^■是 G 的一个有限阶元素， 
则 /( g ) 的阶整除#的阶. 

9. 设是群 G 的任意一个元素.如果 g 的阶和 | G/]Vj 
互素，则 gGN . 

10. 如果 G / C ( G ) 是循环群，则 G 是阿贝耳群. 

11. 群 G 的非平凡子群 N 称为 G 的极小子群，如果不存在子 
群 S 使得 试证： 

i )整数加群 z 没有极小子群. 

ii ) 有理数加群 G 既没有极小子群也没有极大子群. 

12. 用 KG ) 表示 G 的全部内自同构组成的集合.试证 1( G ) 
< Aut ( G ) 且 /( G ) 兰 G / C ( G ). 

1.6 置换群 

除了同态基本定理，研究群的另一个重要手段是群在集合上 
的作用，或者说成是群的置换表示，即一个给定群到某个置换群上 
的同态.为此，我们在本节中介绍有限集合上置换群的基本知识. 

我们说过，集合2到自身之上的每个——对应 a 叫做2上的 
一个置换.如果2 = {山，…， 〜} 是有限集，这个置换可以表示成 

/ ai a 2 … a n \ 

W(ai) a(a 2 ) … a(a„)l 

两个置换的乘积定义成它们作为 S 到2映射的合成(这仍是集合 
S 上的置换），即若 a 和 r 是2上两个置换，则置换 ar 定义为 

( ar )( a r ) = a ( z ( a t )) (1 ^ i ^ n ). 
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例如 

(«i at a3 aij(ai at <24) (<2i (22 ^3 a i \ 

< 2 \ (23 (24 (22 (24 (23 a 2 <^\ 0.1 (34 

而置换 a 的逆则为 a 作为 s 到 s 映射的逆，即 

, ia(ai ) a(a 2 ) … fr(a„)^ 

a = . 

a x a 2 … a n 

以 S ( S ) 表示 S 上全部置换构成的集合，这是一个〃！元群，^ = 
| S |. 么元素是恒等置换 



S ( S ) 叫集合 S 上的对称群 ，它的每个子群均 叫集合 S 上的置 

换群. 

设 S 和2'是两个有限集合，如果 I S I = I S ' I =〃，易知 S ( S ) 
和 S ( S ') 同构，从而可以谈^ 元集合上的对称群 ，表示成5’„.而 S „ 
的每个子群 均叫〃 元集合上的置换群. 

一个置换若把（个不同元素％，〜 2 ，…，$分别映成％，叫， 
…， ， a 彳，则这件事写成 ( a , ^ a , 2 …％ ) ，叫做是 一 '个长为 Z 的轮换. 
不难看出，每个置换均可写成一些轮换的乘积，使得不同轮换中没 

有公共元素.例如9 = (1) (23) (456). 长为 1 的置换往往 
\1325 o 4 / 

_ 去不写 ，即上式通常记为 （23) (456). 由于不同轮换中没有公共 
元素， 这些轮换的次序可任意改变，例如 （23) (456) = (456)(23). 
如果不计这种次序，那么每个置换可唯一表成没有公共元素的一 
些轮换之积. 

长为2的轮换 叫对换 .例如 ( a « 即是把 a 变为6而把6变为 a 
(其余元素不变).每个轮换可表成一些对换之积：（〜々•••〜）= 
( a . aJCa ^^ O - Ca !^). 所以每个置换总可表成有限个对换之 
积.这种表达式(甚至对换的个数)显然不唯一.但是，一个熟知的 
事实是 ：同一 个置换以多种方式表成对换之积时，其所含对换个数 
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的奇偶性是不变的.表成奇(偶）数个对换之积的置换叫做奇（偶） 
置换.显然，两个奇置换或两个偶置换之积是偶置换，一个奇置换 
与一个偶置换之积是奇置换.所以当 时考虑映射 

/: S „ — {±1} (右边为二元乘法群). 

其中 /( 偶置换）= 1，/(奇置换）=一1.则由上述可知这是群同 
态.当^>2时由 /( I ) = 1， /((〜〜））= — 1，可知/是满同态. 
Ker / 是全体偶置换构成的子群叫做〃元集合上的交错群 A f ，，从 
而八 ，是义 的正规子群，并且 [ S „ : A „] = 2, | A 」= n !/2( 当 n >2 
时). 

现在谈群 S „ 和 A „ 的生成元系 

定理1将 S „ 看作是{1，2,…，； i } 上的对称群，则时 
(12)，（13)，…， （ I / O 是乂 的一个生成 元系. 

证明由于每个置换均是有限个对换之积，而当^1, 
jt^I 时， （ y ) = ( U )( lj )( n ). 证毕. 

定理 2 当 时，全体长为3的轮换形成戌的一个生成 

兀系. 

证明设是偶置换，则 a 是偶数个对换之积.从而只需 
证任意两个对换之积可用长为3的轮换表示即可.对于 z =( ij ) 
( rs )( i^j , r ^ s ). 如果 (0) = (>.0 ，则 r = l . 如果 _；'=广“7^，则 
(知 ■) .如果两两不等，则 r =( A )( z >) •证毕. 

现在研究义中元素的共轭分类.设，设将 a (唯一地)表 
示成没有公共元素的轮换之积.如果其中长为 r 的轮换共 有夂个 
( l < r <^). 则称置换 a 的型为 h 2^ …以、 例如 S 7 中的置换 
(123)(45) 的型为 I 2 2 1 3 1 4。5。6。7。.当 A ,=0 时（即 a 中没有长为 
i 的轮换） ，，= f 。 可略去.例如前面 a 的型为 I 2 2 1 3 1 . 

定理 3 对称群 S „ 中两个置换共辗的充要条件是它们有相 
同的型. 

证明设 a 和，是义中两个置换.如果 a 和 〆 共辗，则存在 r 
es ri 使得， 1 ，将 a 表示成无公共元素的轮换 之积： 
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(★••(：)••• >0 ，则 

a — zaz ~ 1 = (r(a)r(W •.• 『 (() ） ..*(r(a)r(P) … r(>0). 

这是因为 

( zcrr — i )( r (《））=( irr )( a ) = r ( a ( a )) = rib ). 

即当 a 把 a 变成 6 时把 r ( a ) 变成 rib ) ，于是 t / 和 a 有同样的 
型.现在设 a 和 〆 有同样的型 : a — ((^…(:)… ( otp … y ) ，(/ = ia f b f … 

〆 ） .•.( 《， 〆•••〆). 令『 = 匕 》' ：:：》：:： ：:： 0 ， 则饥 — 1 

= 6 . 证毕. 

以 [巧的…以] 表示 S „ 中型为的全部置换 （1 AL + 
2 A 2 + … + W „ = 〃) 组成的共轭元素类，下面列出 S 4 的所有共轭元 
素类. 

[1 4 ]:1(恒等置换). 

[1 2 2 5 ]： (12)， （13)， （14)， （23)， （24)， (34). 
[ IS 1 ]: (123)， （132)， （124)， （142)， (234), (243), 
(134), (143). 

[2 2 ]： (12) (34), (13)(24), (14)(23). 

[4 1 ]： (1234), (1243) ， (1324), (1342) ， (1423), 

(1432). 

定义 只有平凡正规子群的群叫做 单群. 

例如: 素数阶群厶是循环群，它只有平凡子群 {1} 和厶，从而 
是单群.由 1. 4定理2知元素个数大于1的阿贝耳群是单群的充 
要条件是它为素数阶(循环）群.所以除了一元群和素数阶(循环) 
群之外，其他单群均是非阿贝耳群.决定全部有限非阿贝耳单群的 
问题具有漫长而有趣的历史.这个著名群论问题最终于1981年才 
完全解决.可是人们很早就发现 

定理 4 当时，交错群 A „ 是单群. 

证明 设⑴关 iV 〈 A „ ，我们分几步证明 N = A „. 
a ) n 中必包含一个元素是长为3的轮换.事实上，设 
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N ， 并且 a 将 2 = ，…，中尽可能多地元素保持不动.我们证 

明 a 恰好变动3个从而必是长为3的轮换.首先， a 至少变动3 
个 a , (因为只变动两个 a , 的为对换，而对换是奇置换不属于 A „). 
现在把 a 写成没有公共元素的轮换之积，并且把最长的轮换写在 
左边•若 a 恰好变动4个义，则 a =( a ia 2 )( a 3 a 4 ). 由于;1>5,从而 
= ( a 3 <2 4 <2 5 ) 6 A „ ，而 ai =^ P~ l = ( a ： a 2 ) ( a 4 a 5 ) 6 N , 于是 trai = 
( a 3 a 4 ) ( a 4 a 5 ) = ( a 3 a 4 a 5 ) eN ， 即是长为 3 的轮换.若 a 至少变动5 
个 A ， 则又分三种情形 考虑： , 

(一） a 包含长度 >4的轮换，即(( 2 1 ( 2 2 ( 2 3 (24 …）… .取 
( a 2 a 3 a 4 ) 6 A „ ，则 ai — ^/^ -1 = ( ai (2 3 (2 4 (2 2 …）…6 N ， 而 时， 
a (义） 二 m (〜），从而 N 中 a ， 1 至多变动4个 a , ，这与 a 变动〜个 
数的极小性矛盾. 

(二） a 中轮换最大长度为3,则^7=(<2 1( 2 2 (2 3 )((2冲 …）… ，由于 
(7 至少变动5个 a , ，从而 a 不是长为3的轮换.因此这样的 a 至少 
变动6个 a ,. 取 ( a 2 a 3 (24 ) 6 A „ ，则 ai ~ ^ yp~ l — { a \ a z a ^ ) ( a 2 a 5 

而 N 中置换 a ，至多变动5个&，这又导致矛盾. 

(三） 设 a 是一些对换 之积: ^=(〜心）(七〜）…，它至少变动6 

个 (2, ■.取 ((22<2 3 (24 ) 6 A „ ，则 (Tl = ((2 i (2 3 ) ( a 4^2 ) ••• G N ，而 

郎「 1 (6^0只变动4个义，矛盾.综合上述，可知 N 中包含元素是 
长为3的轮换. 

(2) 再 证:所 有长为3的轮换均属于 N . 由于 （1) 中已证有长 
为3的轮换 a 属于见现设 a ' 甚 A „ 中任意一个长为3的轮换，由 
于 a 和，有同样的型，从而有 rGS „ 使，^-厂 1 ^(定理 3) .若 

A „ ，则 a ' GiV . 若，即 r 为奇置换，由于 可知 a 至少固 

定两个文字（不妨设是）〜和❿.令/?二 ( a 2 a 2 ) ，则 和二拳 于是 
(/? r ) — 1 厂 1 啦 = r — .而 /3 rG A „ ，从而又得到 t / 6 
N . 于是] V 包含所有长为3的轮换. 

(3) 根据定理2,全部长为3的轮换生成 A „. 因此 N = A „ •即 
A , 为单群 ( w >5) .证毕. 
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系当 时， A„ 是义的唯一非平凡正规子群. 

证明 我们已经说过.另一方面，设 {1} 关.如 
果 iV<A„ ，则 A„ ，由定理4知 N=A„. 如果 N 包含奇置换，则 
iVflAd A„ 并且 A„/]VriA„ 兰] VA„/iV=S„/]Va 5定理 3). 于是 

1 | ^ =+丨〜|.但是〜门人〈凡，由定理4知 

Nf ] A n 为 A „ 或⑴.若 九 ，则 |]V|=2|iVnA」=2|A」 

=w! ，从而 N = S n . 若] VHA„ = {1} ， 则 jN| =2. 易证时 S„ 不 
可能有2阶正规子群.从而只能 N = S n 或 A„ .即九 是 S„ 的唯一 
非平凡正规子群.证毕. 


习 题 


1. 把置换 a=(456)(567)(761) 写成不相交轮换的积. 

2. 讨论置换 



的奇偶性. 

n 

3. S„ 中型为1〜沙… A 的置换共有; i !/ XJa ,! ⑴八个 ，由 

i = \ 

此证明 


4. 


S 

A, )0 

Aj 4-2A 2 H - h7il^ =w 


1 

f [ A , !(，■!)、 

i =\ 


= 1. 


设 a=(12 … n) 是 S„ 的 -个 全轮换，试证 C s „(a) = <a〉. 


5. 一个置换的阶等于它的轮换表示中各个轮换的长度的最 


小公倍数. 

6. 确定 S 4 的全部正规子群. 

7. 试证 A 4 没有6阶子群. 

8. 试证：当?2^3时， C(S„) =⑴. 

9. 当 时，试证 ”一2个3轮换（123)，（124)，…， （12”) 是 
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的一组生成元. 

10. 设 ai 和 <72 是中的两个偶置换，如果 ai 和 <72 在中 
共轭，它们在/1„中也一定共轭吗？ 

11. 当 n >2 时，试证 （12) 和 （123 …;0是 S „ 的一组生成元. 

1.7 群在集合上的作用 

我们说过同态是研究群之间关系的基本手段.为了研究-个 
群 G ， 自然希望有一些理想的“样板”群作为标准，然后通过研究 G 
到样板群的各种同态来把握 G 的特性.理想的样板群有两类，一 
类是置换群，另一类是矩阵群.一个群 G 到置换群的同态叫 G 的 
置换表示 ，而到矩阵群的同态叫线性 表示. 研究群的线性表示是群 
论的一个美妙的分支，即通常所 谓群表示理论 ，它在物理、化学、力 
学等许多方面都得到重要应用.本节的目的是介绍群的置换表示 
理论的一些基本知识. 

设 S 是一个集合， S ( E ) 是 E 上的对称群，群 G 到 S (2) 的每 
个同态/ : G — S ( E ) 都 叫做群 G 在集合 E 上的一个置换表示 .如 
果/是单同态，则称/是忠实 表示. 这时，对于 G 中不同的元素尽， 
/( g ) 是 S 上不同的置换.群 G 借助于置换表示/作用在集合 S 之 
上，也就是说，元素在集合 S 上的作用看成是置换 /( g )， 对 
于每个 uG E ，定义 ga = f(g)a. 

设 7 T : G — S ( E ) 是一个置换表示.在 S 上定义如下的关 系：对 
于 a ，6 G 2 , a 〜6 ㈡ 有 gGG ， 使得 ga—b. 

这是一个等价关系，因为 （1) TT ( IC ) 是2的恒等置换，从而对 
每个 a 6 1 g * a = a ， 即 a 〜 a ; (2) 如果 a 〜6,则有 g 6 G 使得 
ga 二6,于是 g — 即6〜 a ; (3) 若 a 〜 b ， 6〜 c ， 则 ga = b ， hb ^ 
(：，其中总， / iGG ， 于是 c ，所以 a 〜 (简目之，〜是等价关 
系，因为 G 是群 .） 

对于上述等价关系， S 中元素 a 所在的等价类是 [ a ] = Ga = 
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UakeG}. 每个等价类叫一个 G ■轨道 ，或简称轨道.于是集合 S 
分 拆成一些轨道，在同一轨道中，可以通过某个 g^G 的作用将其 
一个元素变为另一个元素，而不同轨道中的两个元素不可以这样 
做.如果 G 在2上的作用只有一个轨道，则称 G 在 S 上是 传递的 • 
显然，如果将 G 看成它在某一个轨道上的作用，则 G 显然是传 
递的. 

例1 设 G 是群，取 S = 如下作映射 ：( o : G — S ( G )， 
/ g)a = ga ， 对每个 g ， aGG •也就是说，对于 g ^ G , 〆 €)是集合 
G 上如下的置换 :它将 G 的每个元素 a 变成 ga . (由群 G 上的消去 
律可知 〆 g ) 是 G 上的 置换. ） 由于 

(p(g)p(g))a = p(g)(p(g)a) = pig)(ga) = gg a = p(gg')a, 

从而 〆 €) 〆 ，）= 〆 € 〆 > ，即 ^ = 6—5(0 是群的同态，因此 # 是群 
G 在集合 G 上的一个置换表示，这叫做群 G 的左正 则表示 • 由于 

g 6 Ker^ ㈡ 供 =a，VaGG ㈡ g=l G . 

于是 p 为单同态，即左正则表示是忠实的. 

类似地定义 


r:G~^S(G)，r ( 片 ) 1 ， 

rig)rig )a= 1 zig)ag ^ 1 =ag~ l g~ l ^=a{gg)~ l =T(gg f )a ， 

可知 r 也是一个群同态.表示 r 叫做 G 的右正则表示，它也是忠 
实的. 

作为正则表示的应用，我们有 

定理 1 (凯莱 Cayley ) 每个群均同构于某个置换群 • 

证明由于正则表 7 K〆 或者 r ) S ( G ) 是忠实的，根据冋 
态基本定理, G 同构于 〆 G ) ，而 ^( G ) 是集合 G 上对称群 S ( G ) 的 
子群，从而 〆 《是集合 G 上的置换群.证毕 • 

这个定理充分显示出置换群有资格作为一切群的样板群.但 
是一般来讲，集合 G 太大，我们希望能给出群 G 在较小集合 S 上 
的置换表^因为一■般来说，12 1 愈小， s ( 2 ) 的子群愈谷 
易研究. 
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例 2 设付<0.取2 = {“付|“60}，§卩 2 是0对于付的全部 
陪集 aH 构成的集合，定义 

/?H : G— S(s) ， pH(g)(aH) = gaH , 

即对每个 geG ， ~(以把陪集 aH 变成 gaH . 这是集合 S 上的置 
换，并且~是群的同态，从而~给出 G 的一个置换表示，叫做群 
G 对于子群 H 的左诱导表示.由于 
g^Kerpn ^ gaH = aH , V a 6 G ㈡ oT 1 ga ^ H , Va ^ G 

㈡ g 6 aHa~ l , VaGG ㈡ aHa — 1 . 

a^G 

从而 Kerp H - DaHa -^ H 的所有共轭子群的交. 

1 aeG 

类似可定义 G 对于子群 H 的右诱导表示 ：S = { Ha | a 6 G }， 
Tn : G — S ( S )， th ( g) (Ha) ^ Hag -1 m Kerrn 也是 H 的所有共 
扼子群的交. 

例 3设 A 是群 G 的任意子集.取 E = {aAa-NaGG} (即 A 
的全部共轭子集).定义 

7 T : G—S(E) ， K(g)(aAa~ l ) = gaAa~ l g~ l = (ga)A(ga )~ 1 , 

这是一个置换表示，叫做群 G 对于子集 A 的共轭 表示 . 由于 
g G Ker?r ㈡ gaAa~ l g~ l — aAa~ l , 

Va 6 G ㈡ a 一 1 ga e N G (A )， 

\j a & G ㈡ g 6 aNG(A)a- 1 ， V a 6 G. 

从而 Kenr^flaAWA) 厂 S 即为正规化子 N G (A) 的所有共轭子 

aec 

群的交. 

设群 G 作用于集合 E 之上，则对每个元素 a 62, = 

是 G 的一个子群，叫做元素 a 的固 定子群 • 

定理2 (轨道公式)设有限群 G 作用于集合 S 上， aeS ， 则 
I G| = | G« | I [a] I. 

证明 作 G 对子群的陪集分解， G — gl G a U 《 2 aU … u 
g n G a » ' Gj . 令❿ 2= a , ， 对每个 则有唯一 

的 使得 ，令 g = ，则 ga ^ giha ^ Ui . 
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但是 A = ㈡ gia = g】a ㈡ 尽广尽以二“ ㈡ ^ g t G a = 

g } G a ㈡ f = j ，从而 A ， a2 ，…， a „ 两两相异， [ a ] = {ai 曲，…， } 是 
n 元集合，即 

I [ a ] 1 = ;? = [G : G a ] = | G 1 / | G a 丨 . 

证毕. 

系 设有限群 G 作用在有限集 S 上是传递的，则对于每个 a 
^ 2» | G | — | G a 11 21 . 

注意 ：（1)当 G 是无限群时，如果 [G : G a ] 有限，则 |[«]| = 
[G : Gj 也是正确的. 

(2) 利用例3的共轭表示和定理2,我 fl 重新得到前面所证 
的:设 A 为群 G 的子集，则 A 的共轭子集个^等于 [G : N g ( A )]. 
例 4 正；?边形的对称群(〃>3). 

设正〃 边形的顶点依次为1，2, …， 〃，通 过平面上欧氏运动和 
反转将正 n 边形变成自身的每个运 动叫做 该正〃边形的一个对 
称.全体这种对称自然形成一个群 ，叫做正〃边形的对称群 ，记成 
D n . 我们来决定这个群. 

D n 中的元素显然是正〃边形 〃个顶 点的一个置换，并且它由 
这个置换完全决定，所以我们可以把看成是 n 个顶点{1，2, 

…，幻上的置换群.首先，绕正 n 边形中心0反时针旋转_角度是 

D n 中的元素，它看成顶点置换则为 a =(123 …〃），这是 n 阶元素 • 
由于士（1) = /+1(0</<?? — 1)，所以认在{1，2, …，; ?} 上的作用 
是传递的.其次，将顶点1固定的对称一共有两个，除了恒等置换 
之外还有将顶点1保持不动的反射 



(2,n)(3,n — 
(2,n)(3,n 一 


”…(宁， 


+ 2)( 若2 | ”） 
若 


从而顶点1的固定子群是2阶的.根据轨道公式便知 I 认 | = 2 n . 
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注意 r 是2阶元素.— 1，00<1)是2;?个不同的对 
称，它们给出群认的全部元素.这个群的运算法则由/= 1， r 2 = 
1和 ra—a _1 r 完全决定. 

最后我们用群在集合上的作用解决一些群论问题. 

引理1 设 G 是2〃 阶群，2>〃，则 G 必有指数为2的正规 
子群. 

证明 考虑 G 的左正则表示 pG—S(G) = S 2 „. 由于 p 是忠实 
表示， G 兰〆 G)， 因此只需对置换群〆 G) 证明引理.注意群 G 中必 
有2阶元素 g 2 = l - 由于〆 p (. g ) 2 a ^ a , Va6 

G， 置换〆 g) 是一些对换 U，p(g)a) 之积 • G 共有％个元素，从而 
〆#) 是〃个对换 之积. 由假设〃是奇数，〆 #) 为奇置换.我们证明 
了群〆 G) 中含有奇置换，从而〆 G) 中的偶置换构成了〆 G) 的指 
数为2的子群，指数为2的子群必是正规的，证毕. 

由此得到一个重要的 

定理3 设 G 为有限群， |G |>6 且 | G |=2( mod4)， 则 G 不是 
单群. 

引理2 设 G 为有限群，是的最小素因子.如果 N<G, 
[G: JV] = p ，则 N<IG. 

证明 考虑 G 对于了•群 N 的诱导表示 G^Sp » Ker^= 
D'a - 1 Na<N ，从而 G | / 1 N | 除尽 1 /1 Kei^ | ■ 由于 p 2 \p\ 

=丨 S, I ，而 G / Kerp N 同构于 S, 的一个子群，因此〆除不尽 
IG/Kerpl. 另一方面 |G/K er ~l 没有比大的素因子，由对户的 
假设它也没有比户小的素因子，从而 |G/Ker~ I = A 但是 [G : N] 
=/> 且 Kerp/y^iV， 因此 iV^Ker^jv ，于是 N<1 G. 证毕. 

习 题 

1. 设 G 作用在集合 E 上，对任意 a ， 若存在使 
得片 a=h 则 G a =f W 设.换句话说，同一轨道中元素的固定子群 
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彼此共轭. 


2. 求正四面体，正立方体，正八面体，正十二面体和正二十面 
体(如图所示）的对称群各有多少元素？这五个对称群当中是否有 
同构的（图 2)? 





图2 

3. 设群 G 在集合 S 上的作用是传递的， N 是 G 的正规子群， 
则 E 在 N 作用下的每个轨道有同样多的元素. 

4. 设群 G 作用在集合 S 上.令 〖表示 S 在 G 作用下的轨道个 
数，对任意 gee , / u ) 表示 s 在 g 作用下的不动点个数 • 试证 

， I G I. 

gee 

这就是说， G 的每个元素在 S 上作用平均使得？个文字不动 • 

5. 设 p 是一个素数， G 是 p 的方幂阶的群.试证 G 的非正规 

子群的个数一定是 P 的倍数. 

6. 令 G 是一个单群，如果存在 G 的真子群 H 使得 |G: 
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4,则 | G |<3. 

7. 设 H 是无限群 G 的一个具有有限指数的真子群.试证 ， G 
一定含有一个有有限指数的真正规子群. 

8. 试证，全线性群 GL ( n ， C ) 不含有指数有限的真子群. 

9. 令 G 是阶数为的群，其中 w 是奇数.如果 G 含有一个 
2” 阶的元素，则 G 含有一个指数为 2 n 的正规子群. 

10. 求对称群 S 3 的自同构群 AutS 3 . 

11. 设《是有限群 G 的一个自同构.若 a 把每个元素都变到 
它在 G 中的共轭元素，即对任意 geG ， g 和 a ( g ) 共轭，则 a 的阶 
的每个素因子都是 | G | 的因子. 

12. 设 户是| G | 的最小素因子 .若户 阶子群 A 〈 G ， 则 A 
< C ( G ). 


1.8 希洛夫定理 

拉格朗日定理是 说:若 有限群 G 的阶数是〃，则 G 的每个子群 
的阶都是 n 的因子.反过来，对于《的每个因子 d ， G 未必有 d 阶 
子群.例如我们已知 60 阶群 A 5 是单群，它没有 30 阶子群，因为这 
样的子群一定是正规的.但是下一定理表明，对于 1 G | 的特殊的因 
子 d ， G 必有^阶子群.在本定理以及以后许多结果的证明中，我 
们不断使用群在集合上的作用这一有效工具. 

定理 1设， l | G |， 其中户为素数.以] VU ) 表示 G 中;^阶子 
群的个数，则 N ( p r ) 三 l ( modp ), 特别地，如果 p r \ | G | ，则 G 至少 
存在一个，阶子群. 

证明 令以 E 表示 G 的全部，元子集组成的集 
族，则12 卜 C $. 考虑 G 在 E 上的如下 作用： 

p ： G ^ sa ：), s VgGG , M 6 S . S 分拆成一 

些轨道 7； 之并 
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S = U < 9 1 S I ~ S Ti \ f Ti = [G ： Ai \ , 

i i 

其中是轨道 7； 中任一元素 M, 的固定 

子群.由于 MA=M,，M, 可以分拆成 

^ . 

Mi = U gijAiy ^ {j 6 M { 1 O < , 

) 二 i . 

ki = \ M { \ / \ A { \ ~ p r 1 1 Af I. 于是 I A t _ I — p ri 9 r ( ^ r . 如果 r,.〈r， 则 
|T t | =[G : A { ~] = np r ~ r ^ =0( modpn ). 如果 r, ，则 | 7； 丨.于 
是 


C n / =2=2 
i 


T, N E T { 

\ T i I =n 


—n l(mod^n) 

iT^^n 


现在计算及 1 ，即长为 《 的轨紅的个数.注 ■ I _ I A ; I 


~ p r ^>kj = 1^- M , = g { Ai ，于是 〆 阶子群戌 = 1 与 M , = 
giA t 在同一轨道： T , 之中.并且若 X 6 T , ，则 Xg - M ^ B . g ^ 
B igi g~ l ，所以轨道 T , 中〃个元素即是 G 对于，阶子群氏的;^ 
个陪集.注意这〃个陪集中除氏外其余陪集不包含1，从而不会 
是子群.这就表明， G 的每个，阶子群均恰好在一个长为 n 的轨 


道之中.于是 H l = iV(，). 从而 

IT - 1=« 


C( p r = nN ( p r )( modpn ). 

这个同余式对任意，〃阶群 G 均成立，特别取 G 为， n 阶循环 
群，则它只有一个，阶子群，代入上式即知 C & 三 n ( modpn ) •于 
是 n 三；? NX〆）（mod 抑）从而 N ( p r )= l ( modp ). 证毕. 

定义 设 G 为，;7阶群，其中户为素数，，则 G 的 
每个，阶子群均叫做 G 的希洛夫 (Sylow) 貪子群. 

定理 2( 希洛夫）设 G 为有限群，则 

(1) 对 |G| 的每个素因子 h 均存在 G 的希洛夫〆 子群 ； ， 

(2) G 的希洛夫炱子群彼此 共轭； 

(3) G 的希洛夫户-子群的个数三1 (mod 户）； 
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(4) 设 P 为 G 的一个希洛夫斤子群，则 G 的希洛夫 f 子群的 
个数为 [ G : N G (m 

证明 （1) 和 (3) 由定理1直接推出，由 （2) 容易得到(4)，从而 
只需证 (2) .令2是 G 的所有希洛夫 p - 子群构成的集合，将 G 共轭 
作用于其上.令 A 是一个&轨道.取 P 6 S ，再将 P 共轭作用于 A 
上分拆成一些 P - 轨道，每个 P - 轨道的长度是 | P |=， 的 因子. 
如果， 6 A ， 并且，自身组成一个轨道，即= 〆， Vx 
6 P ， 则 P < N G ( P ') 从而 但是 | PP '| = | P | \ P f \/ 

lPflP '1 仍为 P 的幂，且，由于 P 和 P ' 均是希洛夫炱子 
群.故必 P = PP f = P \ 这就表明当 P^A 时， A 中长为1的轨道只 
有 { P }， 从而 W 一 Kmoclp ). 当时， A 没有长为1的轨道，从 
而 | A | 三 0( m O dW . 这两种情形不可能同时发生，所以只能是所有 
希洛夫 t 子群均在 △ 中，即 S = A ， 换句话说， G 在2上的共轭作 
用是传递的，即 G 的所有希洛夫 〆 子群彼此共扼. 证毕. 

系 1设素数 f 是 | G | 的因子，则群 G 的每个 f 方幂阶的子 
群 B 均包含在 G 的某个希洛夫 〆 子群内. 

证明 仍以 I ：表示 G 的全部希洛夫穴子群，由定理2可知 
ISMKmodf ). 将 B 共轭作用在 S 上，每个&轨道的长度是 | B | 
的因子，从而为户的方幂.由 I S | 三 l ( m 0 dW 可知必有长为1的 
&轨道 { P }. 与证明定理2的 (2) —样可由此推岀于是 B 

，即 B 包含在希洛夫户-子群 P 内.证毕. 

系 2设 P 是 G 的希洛夫/>-子群 ， A < G ， 且 N G ( P )< A ， 则 
Ng ( A )= A . 

证明 设 g 6 iVc ( A ) ，则 ，从而 g^Pg^g^Ag^ 

A ， 由于 P < JV g ( P )< A < G ， 从而 P 为 A 的希洛夫少子群.再由 
g ~ l Pg ^ A , | P | = | g — Tgl ，知•也是 A 的希洛夫户-子群. 
由定理2即知存在 (2 6八，使得(2 _1 ( g _1 PgOa = P ， 即 ga €： N G ( P ) 
< A .于是证毕. 

系 3( 弗拉梯尼 （ Fmtini )) M 〈 G ， P 为 M 的希洛夫 p- 子 

45 


群，则 G = MJV g ( P ). 

证明 对每个 geG ， g - 1 Pg < g ~ 1 Mg = M t 于是由定理2知 
有 々 eM 使得々一^尸 1 即 # eJV G (尸)•从而犮 =(#) 
k ^ eN G ( P ) M = MN G ( P ). 证毕. 

现在我们举几个具体的例子. 

例 1 148 阶群不是单群. 

证明取 户 =37|148, 则 N(37)^l(mod37). 从而 N ( S 7) = 
371 +h 由于 148 阶群 G 的全部希洛夫 37 -子群形成一个共轭类， 
其总数应当是 |G| =148 的因子，即 N(37) = 37/+l|148. 于是 37Z 
+ 1|4, 这只能〗=0,即 N(37) = l. 因此 G 只有一个 37 阶子群，从 
而必然是正规子群， G 不是单群. 

例2 56阶群 G 不是单群. 

证明 与前例一样， N (7) = 7；7+ l |56, 从而 7 n + l |8, 于是 
N (7) = l 或 8. 如果 N (7)== l ， 则7阶希洛夫子群是正 规的； 如果 

，…， P 8 是。的8个不同的7阶子群，它们中 
的任意两个只有公共元素 l c ， 合起来共占了 7 X 8 — 7 = 49个元 
素，余下 56-49=7 个元素加上 l c 必然形成 G 的8阶希洛夫 2- 
子群，从而 G 的希洛夫2-子群只有一个，必为正规子群 . G 不是单 
群. 

定理 3设 > 和 g 是两个素数，则舛阶群 G 不是单群， 

证明 若户=9, 妒阶群 G 是阿贝耳群.由定理1知它有户阶 
子群，阿贝耳群的子群都是正规的，所以 G 不是单群.如果 p 辛 q ， 
不妨设 P > g ， iV (户)=«户+1|<?，而 g < 户，只能； ? = 0. G 只有一个 
希洛夫炉子群，它是正规子群.于是 G 不是单群.证毕. 

定理4 设 f 和 g 是素数，则阶群 G 不是单群. 

证明 若户=1已证过 P 3 阶群 G 必有非平凡的中心 C ( G )， 
且 C ( G ) 有 p 阶子群 JV ，显然] V < G •因此 G 不是单群. 

如果户><?，则 ]V (户 2 )= 邮 +1 | g ， (?<户 ，于是 《 = 0. G 有正规 
的户 2 阶希洛夫子群， G 不是单群. 
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最后设 .则 N ( q )=^ nq + l \ p 2 . 如果 iV(g) = l， 则 G 有正 
规9阶子群， G 不是单群.由于/>< 9 , iV(g) 不能为久 最后若 N (< j ) 
，即 G 有〆个 g 阶子群，它们共占据 G 的〆 （g—1) + 1 个元 
素，余下 P 2 — 1 个元素和1。便构成 G 的唯一的，阶希洛夫子群 
P, 所以 G 也不是单群.证毕. 

作为本节的结束，我们证明 

定理 5 非阿贝耳单群的最小阶数是 60, 且 60 阶单群必同构 
于浅. 

证明 到目前为止我们已证明了下列诸 结果： 
p n ( n ^2 9 f 为素数）阶群有非平凡中心，因此不是 单群； 
pq ， 和 g 为素数)阶群均不是 单群； 

2 m(m 为奇数， m>3) 阶群不是单群； 

素数阶循环群在我们考虑的范围之外. 

在59之内除了上述情形后只剩下 |G| =2 4 ,36,40, 4 8,56.例2表 
明56阶群 不单; 40 阶群有唯一的希洛夫5-子群，从而不是单群. 

设 | G | = 48 = 3X2 4. 易知 G 的希洛夫2-子群的个数为1或 
3.若 iV(16) = l， 则 G 不单.若 iV(16) = 3, 令 Pi,P 2 ,P3 为 G' 的3 
个希洛夫2-子群， G 在{/^ 1 ，/ ? 2 ，/ ? 3 }上的共轭作用给出同态 |0: (^ 
S 3 .令 N=Kery， 则 N <] G . 由于 |G| =48> | S 3 | =6,从而 
{ 1 }. 又由于 A ， P 2 ， P 3 彼此共轭， N^G 于是 iV 是 G 的非平凡正 
规子群.因此48阶群不单.类似地可证24阶群不单. 

设 |G| =36 = 2 2 X3 2 ， 则 G 的希洛夫 3 - 子群的个数为 1 或 4, 
若 iV(9) = l ， 则 G 不单.若 N(9)=4, 则 G 在希洛夫 3 -子群 {h ， 
P 2 ，P 3 ，P 4 } 的集合上的共轭作用给出同态 (0: G—S 4 . 由上面同样 
的方法断定 G 有非平凡正规子群， G 不是单群. 

最后考虑 |G|=60. 已证过 A 5 为单群，现在我们证明 60 阶单 
群 G 必然同构于 A 5 . 我们断言 G 有指数为 5 即 12 阶的子群.为 
此，令 P 是 G 的一个 4 阶希洛夫子群， iV(4) = [G: N g (P)]. 由 G 
为单群可知 N (4)^ l . 上面的方法同样给出 iV ( 4 )#3, 从而 
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4^ I N G ( P ) I <15. 由于 4丨 | iV G ( P )| |60, 如果 | iV G ( P )|#12, 则必 
m \ N c ( P )\ =4, G 有 15 个希洛夫 2 -子群.如果它们两两只有公 
共元素 l c ， 则它们共占去 G 的 15 X 3+1 = 46 个元素.由于 G 为单 
群， G 的希洛夫5-子群至少有6个，它们有 6 X 4+1 = 25 个元素. 
上述所有子群的任意两个均只有公共元素 1 C ，从而总共有46 + 25 
一1 = 70个元素，但 | G | = 60,这一矛盾表明必有两个不同的希洛 
夫2-子群 P 和，存在，使得由于 P 和，都是 
阿贝耳群， 〈 P ，，> 是 C c ( K ) 的子群.因为 P 竽 P ，， P 和 P ' 生成的 
群 〈 P ， P ) 的阶大于4,于是 4<| C c ( K )|<15 .但4| | C g ( K )| |60, 
只能 | C g ( K )|-12. 因此 G 必有12阶子群. 

设 N 为 G 的12阶子群， G 对于 iV 的诱导表示产生同态 
— S 5 .由于 jo 是单同态， G 同构于 S 5 的一个 60 阶子群 M . M 是 S 
的非平凡正规子群， M 必然为 A 5 •这就完成了定理的证明. 

习 题 

1. 若 p 是 | G | 的素因子，则群 G 必有 p 阶元素. 

2. 设 G 是一个〃阶群4是〃的一个素因子.试证方程 〆 =1 
在群 G 中解的个数是的倍数. 

3. 证明6阶非交换群只有 S 3 . 

4. 试证:2⑻阶群 G —定含有一个正规的希洛夫子群. 

5. 确定 S 4 的不同的希洛夫子群的个数. 

6. 确定 S 4 的自同构群 AutS 4 . 

7. 设 N 是有限群 G 的一个正规子群.如果 f 和 I G / N \ 互素， 
则 N 包含 G 的所有希洛夫子群. 

8. 设 G 是任意一个有限群 ， N 是 G 的正规子群， P 是 G 的一 
个希洛夫 t 子群.试证 

i ) Nf]P 是 N 的希洛夫炉子群. 

ii ) PN/N 是 G / N 的希洛夫炉子群. 
iii ) n g ( P ) n / n ^ n g / n ( pn / n ). 
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9 . 令 A ， P 2 ， …， P N 是有限群 G 的全部希洛夫炉子群.如果 
对任意，总有 

\ Pi * Pi f] Pj I > 〆 ， 

则 ] V 三 1( mod〆 ）. 

10. 令 G 是集合 S 上的置换群， P 是 G 的希洛夫少子群， 

2. 如果，整除 | Ga |， 则，整除 | Pa |. 

11. 令 G 是集合2上的置换群.对任意 设 P 是固定子 

群 G 的希洛夫 P - 子群 ，△是 轨道 Ga 在 P 作用下的全部不动点的 
集合.试证 N C ( P ) 在 A 上的作用是传递的. 

12. 设群 G 是24阶群且 C ( G ) = 1 .试证 GSSo 

1. 9自由群和群的表现 

现在我们进一步研究某些群的结构，首先介绍约束条件最少 
的群——自由群以及用定义关系刻画群结构的方法 • 

为了讲自由群，我们先讲什么是自由半群.设 s 为任意集合， 
S 中有限个元素 A ，: r 2 , …，连在一起叫做是一个字.字 々 X 2 … 
工《和3^1 M … I 相等，如果” = 爪且 A 以2 * ( S ) 

表示所有这样的字(包括空字 1) 组成的集合，在 2* ( S ) 中定义两 
个字的运算为 

{x l x 2 —x n ){yiy 2 --ym) = A“.x„ ： yr.. ： V m ， 

且对每个字 ( S )， 规定1 - a = a - l = a ， 则这个运算显然满 
足结合律，从而2 * ( S ) 对 t 述运算形成一个含么半群，它称为集 
合 S 上的 自由含幺半群 ，集合 S 叫做！> ( S ) 的基“自由”一词意 
味着 S * ( S ) 中除了含么半群定义中的要求之外，没有任何其他 
约束条件. 

如果将自由含么半群 2* ( S ) 扩大成群，每个元素 x 6 S 应当 
有逆元素，所以给了集合 s 之后，再考虑集合 s ^ 1 ^{ x - 1 ues }. 
令 
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F(S) {a\a 2 ---a n | a 6 S U S " 1 ， l^i^n), 

这里当 n = 0 时，规定 w 〜 = l . F ( S ) 中运算仍定义为 Un ) 
(b' … b m ) ^ai •••a.fii …心，但是约定 aa ^ 1 = aT l a = 1 ，对每个 
a G F ( S ) , l * a = a * l ^ a. 例如 (ah) (b—'c) = ac ， {ab){b~ l aT l ) 
=1 等等.这时， F ( S ) 中每个元素均有逆元素，例如的逆元素 
为 u, {a z b~ l cr l 二厂 1 〜— 3 . F ( S ) 对于上述运算和约定成群，叫做 
集合 S 上的自由群， S 叫做此自由群的基.显然 S 是群 F ( S ) 的一 
个生成元系.如果 S 是有限集，则 F ( S ) 叫做有 限生成自由群 .特 
别当 S ={ a } 时， F ( S ) = (a) = {a n \ n ^ Z } 就是无限循环群，而 
当丨 S |>2 时， F ( S ) 是无限非阿贝耳群. 

下面定理显示出自由群的作用. 

定理 1每个群都是自由群的商群 .每 个有限生成群都是有 
限生成自由群的商群. 

证明 设 G 为群.取 G 的一个生成元系 S (例如可取 
定义集合 S={X S }， 并考虑映射/ : F ( S ) — G ， 其中 
f ( X a )= a ， /( X ； 1 )-^ 1 ，然后对于 AfSUS —HKS ”），定 
义 /( Ar-AJ - /( A^-ZCAJ . 这个映射是可以定义的，即不 
依赖于 F ( S ) 中元素的不同表达方式，因为不同表达方式是由于插 
人或消去 XaXa 1 或造成的，而 f { X a X ~ a l ) ~ Oa 1 = 1 , 
f ( X ~ l X a ) = a^ l a = 1. 进一步，易知/是群同态，并且是满的，因 
为对每个生成元 — /( X a )G Im / ，从而〈 2〉 = Im /'. 根 
据同态基本定理， G 兰 F ( S )/ Ker /， 即 G 同构于自由群 F ( S ) 的商 
群.如果 G 是有限生成的，令有限集 S 是 G 的一个生成元系，则 S 
= 也是有限集，从而 F ( s ) 为有限生成自由群.证毕. 

设 G 同构于自由群 F ( S ) 的商群，/: F ( S )/ K 兰 G ， K < F ( S ) ， 
则 G 是由 /( S ) = S 生成的.进一步，对 K 中每个元素《， G 中就 
有一个等式 / (a ) = l c . K 中有多少元素， G 中就相应有多少个关 
系.如果 P 是 K 的一个子集，且 K 是 F ( S ) 中包含 P 的最小正规 
子群（叫做由 P 生成的正规子群），则 K 中每个元素均可由 P 在 
50 



F ( S ) 中的全部共轭集合的元素运算出来.反映在群 G 中， G 的所 
有关系均可由 P 中元素给出的关系推导出来.我们把由 P 中元素 
给出的那些关系全体叫做群 G 的定义 关系集 ，并且群 G 写成 
G=〈S I /(«) =工 ， Va e P ). 

这种刻画群的方式叫做群 G 的一个 表现. 例如令 S = {a,b} ， K 是 
F ( S ) 中的元素 V 和生成的正规子群，如果 G 兰 F ( S )/ K ， 
则 G 的结构可以写成(；= < A,B | A 3 - ( AB ) 2 - 1). 

例 1以 f 表示关系集合为空集. 6=〈3|#即是以3为基 
的自由群，因为此时{1}， G ^ F ( S )/{1} = F ( S ). 

例 2 Z „ = 〈<2>/〈<21 = ，其中 { a }. 因而? 2 阶 

循环群的表现为 Z„ = (a \ a n = 1). 

例 3正边形对称群认是2〃 阶群，它有生成元系 
{(7，1}，其中£/* r 2 = 1 9 ( va ) 2 = 1. 令 F 是以{< 2 , 6} 为基的自由 
群，贝! J 有群的满同态/: F — D tt ， /( a ) = tr ，/(6) = r .由同态基本 
定理可 知认兰 F / Ker /. 由于 /( a ") = / = 1， fib 2 、 - r 2 - 1, 
f(Uxi) 2 ) = ( ztr ) 2 = 1 ， a % 6 2 ， Qxl ) 2 G Ker /. 令 K 是 F 中由 ， 
b 2 , (ba ) 2 生成的正规子群，则 K < Ker /. 

现在考虑商群 F / K . 以 A 和 B 分别表示 a 和6在 F / K 中的 
象，则 A ” - B 2 = (BA) 2 = 1. F/K 可由 { A ， B } 生成，由于 EA 
- A ~ l Br l ^ A ^ l B , F / K 中元素均可表示成 A 你（ 0 < ,•<”一 1 ， 
0 ^ 1) ,从而丨 F/K |< 2n. 

2n =\ D n | = | F/Kerf | = | F/K \ / \ Kevf/K |< 
2n/Kevf/K | ， 因此 K = Ker /, D n ^ F / K . 于是认有如下的表现 
D n = (a,b I a 11 = b 2 — {ba) 2 = 1). 

例 4 令 Qs = ( a,b I a 4 = 1,6 2 = a 2 ,ba ^ a 3 b ). Q 8 中每个 
元素均可写成^(0<^<3,0<7<1)，从而|<3 8 1<8.但是我们 

有一个具体矩阵群 G = C 4， B >， 其中 A = (―? l ) 9 B = 


51 




(° { l 0 ) 满足 A 4 = 1， B 2 = A 2 ， BA = A 3 B , 并且可 

直接验证 A'BYO < f < 3,0 < j < 1) 为 8 个不同的矩阵，因此 
| G |=8. 然后可按例 .3 中同样的方法得出 Q 8 ，即 Q 8 为8阶 
非阿贝耳群. 

定义 设 S 为任意集合，表现为 

F = (S \ ba = ab , \/ a , 6 G S ) 

的群叫做以 S 为基(或在 S 上）的自由阿贝耳群 （除了交换性条件 
之外不再有任何关系).由于元素可交换，所以 F 中元素均可写成 
g = a ! { ] a% 2 … 心 (r ^ 0, n, ^ Z, n t ^ 0, a, ^ S, 1 ^ ^ r) 

其中山 ，… ，…， a ,. 是 S 中不同元素，并且若不考虑前后次序，貧的 
这个表达方式是唯一的.可以像定理1那样证明 ：每个 (有限生成） 
阿贝耳群均是(有限生成）自由阿贝耳群的商群.为了进一步看清 
有限生成自由阿贝耳群的结构，我们现在引进群的直积. 

定义 设& ，…， G 是群，在集合的直积 
G = Gi X …X = {(gi ， … ， A) I 畧 ， G Gi , 1 ^ 

中定义运算 

( gl ， …， A )(^ l ，•••， 〆 ”）= ( glgir '^ gng ' n ) ^ 

易证 G 对此运算成群，叫做群 G ” …， G „ 的 直积. 它的么元素为 
( l Gl ，…，1&)，元素（幻，…，心）的逆为（幻― 1 ，…，貧厂 1 ). 

设 G 和 K 是群，则 GX 1 = {( g ， l ) | g 6 G } 和 1 XK = 
{(1， 幻 是 GXK 的两个子群，并且 GX 1 兰 G ，1 XK ^ 
K . GX 1 中元素和 1 XK 中元素可交换， GXK = ( GX 1 K 1 X 
K), ( GX 1) n - (1 XK ) = {1}. 反之 

引理 1 设 H ， K < G , H H K = {1}， C = HK ， 且对每个 
h G H , k G K ， hk 二 M ， 则 G ~ HXfC . 

证明 和 H 中元素与 K 中元素的交换性，可知 G 
中每个元素均可表成 g = h 6 H , 再由 

的这个表达式是唯一的.于是我们可以定义 
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f •• G—HXK，hk 
由上述可知这是一 ■ —■对应，并且 
f(Xhk 、 {h f k’、、= f{hh f kk f ) = (hh ， , kk f ) = f(hk)f(h ， k ， ), 
从而 / 为同构，即 G ^ HXK . 证毕. 

下面定理是判别一个群为某些子群直积的方法.以后将 G= 
GrX - XG . 中元素(幻，1， …， 1) 等同于 G 中元素幻，由此将& 
看成是 G 的正规子群.类似地 ，G 2 ，…，也自然地看成 G 的正规 
子群，从而 G 的每个元素唯一地表成足=幻… 

定理 2 设 G ，…， G, <] G，n >2. 则以下三条件是彼此 
等价的. 

(1) G = GX … 

(2) G 中每个元素可以唯一表示成 g = 幻…仏其中仏 

(3) … G„， 且对每个 /n，( GiG 2 "*G m -i) f|G m 
= { 1 }. 

证明 （1)>(2) .如定理前面的约定， G 中元素(幻，…， &) 唯 

一地写成 (g*i ， 1 ， … ， 1)".(1 ， … ， 1 ，心） = 貧 1… 仏 . 

( 2 ) 4 ( 3 ) .设 ，则有 使得貧=幻 

… gm—l ，于是…心 — 由 （2) 中唯一性假设 ，足 ： =1. 
从而 g = = 1，即… G m -1 ) f ] G m — { 1 }. 

(3) 4(1) •令九….由 G, <]G(K Z <^), 现在 

对爪 归纳证明X… XG m (2<//2<”） •当 m = 2 时， V^iG 
Gi , g2^G 2 f glg2gl l g2 X —gl (g2gl 1 g2 1 ) ~ (glg2gl 1 )g2 1 

G 2 — { 1} ^gig2 = S2gi ，由引理 1 2 = G\ XG 2 . 现在设 Jm-i = Gi X 

… X 1 ，则 J m l , G m <] G, J m = J m-lGm 且由 （ 3 ) 中假设 J m~l H 
G m = {l }. 于是又由引理1，•特别地 
对"尸?2, G = J n ^Gi X "- XG n . 

现在回到有限生成自由阿贝耳群 G. 设它的基为 S 二{〜，•••， 
a r } ，则 G 中每个元素唯一表示成 A, GZ. 由于阿贝 
耳群 G 的子群 G,= 〈〜〉 均是正规的，从定理2的 (2) 即知 G=GX 
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… XG r . 但是6 =〈^>是无限循环群，(；同构于「个无限循环群的 
直积. 

-对于每个群 G ， 我们今后把 n 个群 G 的直积写成，而令 G „ 
= 当 G 为阿贝耳群时，是 G 的子群.现在设 G 是有 

限生成自由阿贝耳群，则… X < a r > 兰 Z ■，其中 〈 a ,> 均是 
无限循环群.于是对每个 G n = ( aVH ( a n r )， G / G ^ 
(〈山>/〈“？>)父 …X 兰 Z„X … I G / G n I - 

IZ ；； I ，因此数 r = log IG/GJ / logn 是由群 G 本身所唯一决定 
的.换句话说，如果 Ggf 且又 G 兰 Z % 则 r = 5 .所以，有限生成自 
由阿贝耳群本质上是 Z ”（ r = l ，2, …） 并且它们互不同构. 

如果 G 兰 Z % 则 r 叫做有限生成自由阿贝耳群 G 的秩，记为 
rank ( G ). 综合上述，我们证明了下面的结构定理. 

定理 3有限生成自由阿贝耳群 G 同构于有限个无限循环群 
的直积， G 兰 Z ”， r - rank ( G )> l . 两个这样的群 G 和 G ' 同构 ㈡ 
rank ( G ) ^ rank ( G r ). 

系 设是有限生成自由阿贝耳群 G 的两组基，则 | S | 
— S ' | . 

我们给出了有限生成自由阿贝耳群的结构(或叫分类).下一 
节我们将要给出任意有限生成阿贝耳群的结构(分类). 

习 题 

1. 令〈幻，沿，…， go 〉由”个兀素生成.如果 G 的子群 A 
具有有限指数，则 A 可以由 2 〃[G : A ] 个元素生成. 

2. 如果 n 为正整数，求证 D 2 n - D n XZ 2 

3. 若 试问九 XZ 2 与 S „ 是否同构？ 

4. 设为群，则 

1 ) Gi X G2 ^ lGi X Gi . 

ii ) (Gi XG 2 ) XG ^ G , X ( G 2 xg 3 ). 

5. 设为群，则 
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i ) CCGiXQX — XOCCGOXaGDX … XC(GJ. 

ii ) GXQX — XG 为阿贝耳群当且仅当每个 G , 均为 Abel 


6. 设 为群，则 

i ) NiXI^X …… XG„. 

ii ) N 1 XN 2 X … XN n < iG 1 XG 2 X … XG rl 当且仅当对每个 

i ， N z <| Gi. 

iii ) 

G ! X … XG/M x … X /凡 X … XG„/AL 

7. 设&和仏是两个非交换单群.试证的非平凡正 
规子群只有 G 和 G 2 . 

8. 以表示非零复数乘法群， K+ 为正实数乘法群，I?为实数 
加法群，则 

C* ^ R { X ( R / 27 ifl ). 

9. 设? 2l ，〜，… ，〜为 自然数，则 

i ) Z nl X 厶兰乙 ln2 当且仅当 （" 1? n 2 ) = l . 
ii) 如果，〜，…， i 两两互素，则 

Z n \ X Z n 2 X … X 乙 ff ■兰 ^ n \ n 2'" n r ' 

10. 试证，5 • 7 • 13阶群一定是循环群. 

11. 令 且 HflG 二 1， f = l，2 •试证 H 是 

阿贝耳群. 

12. ，且对任意 IGJ 和 AI 互 
素.则 G 的任意子群 H 都是它的子群只门<^心+=1，2,*“，〃）的直 
积. 

13 . 设 G 是有限生成的自由阿贝耳群， rank ( A )= r . 如果幻 ， 
gi ? *** fgn 是 G 的一'组生成兀，则 n ^ r . 


1. 10有限生成阿贝耳群的结构 


在本节中，像通常所作的那样，我们把阿尔贝群 A 中运算写 




成加法形式，从而幺元素为0,元素 a 的逆是一 a， 72个 a 运算为 a 
+a + … +a = M ，有限阶元素 a 的阶为满足如=0的最小正整数 
n . «A= {rza | A}. 直积则改叫做直和并且写成 A ㊉ A% rz 个 A 
的直和仍表成 A' 

为了研究有限生成阿贝耳群的结构，下一定理是最基本的. 

定理 1有限生成自由阿贝耳群 F 的每个子群 G(G #{0}) 仍 
是有限生成自由阿贝，耳群，且 rank(G)<rank(F). 更确切地说，令 
? ^1^吐(2^)，则存在卩的一组基卜 1 ，“、：^}，一个整数「(1<厂< 
n ) 和一组正整数 d ' ，…， d r ， 使得 di \ d 2 \ *" | d r , 并且 G 是以 
{4x 1 ，…，为基的自由阿贝耳群. 

证明 当 〃 时，由无限循环群的子群特性可知定理1成 
立.现在假设定理对于秩小于〃的所有自由阿贝耳群均成立.以 S 
表示集合 

I 存在 F 的一组基{%，…， 3U， 使得 G 中有 | 

i' s 6 Z 形如吵！ +々 2 力+…+ 々„%(々, 6 Z) 的元素/ 

注意 {^2 9^1 ，…，3^ } 也是 F 的一'组基，从而々2 6 S . 类似地每个 
k , G S . 由于 G #{0 }，s 中有非零 整数. 易知若 56S， 则 一 5 6S， 因 
此 S 中有非零正整数.以4表示 S 中的最小正整数，于是存在^ 
= d \ 3^i 4~々2 3 / 2 + … - 1 - k n y n G G ， 令 ki — d\Qi r {{0 ^ r £ - <C ) » 

则 v = d \ ( y \ +<?2 3^2 - ^ Qnyn ) + ^23^2 + r n y n . 令 Xi = ：Vi 

-\- q2y2 + …+<?«%， {工1 ，： V 2 ，…，: y «} 也是 F 的一组基，从而 nGS ， 
由4的极小性知 n = 0(2 < z + < ”).因此 I = d x x x 6 G . 

令 H = 〈: y 2 , …，％>，这是秩为”一 1的自由阿贝 耳群. 我们现 
在证明 0 = 〈W ㊉ （G 门 H) =⑷心〉㊉ （G H H). 首先，由于 
{■Ti ，3 ^，… } 为 f 的一'组基，〈I〉 n (g n h ) = {0}. 其次对每 
个元素 w 二 A 工 1 +^3^2 + …+ 4% G G，（r, 6 Z) ，令 “ = diqi + 

n ，0 ^ ri < id \, u — qiv ^ r \ X \ ~\~ t 2 y2 H - \- t n y n e G ， 由 4 的 

极小性知 n =0. 于是 t 2 y 2 H - \~ t n y n ^ Gf ] u = qiv ~\~ { t 2 y 2 

~l+ t n y n ) 6 〈 xj 〉+ (G n H) ，因此 { d \ X \ 〉(J)(Gn H). 
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如果 G n H = {0} ，则，定理成立.如果 Gfl H 
关{0}，则 GflH 是秩为 《 — 1 的自由阿贝耳群 H 的子群，根据归 
纳假设存在 H 的一组基 U 2 , …，心}，正数 r ， A ， …， A 使得 J 2 | 
A 丨… I 办，且 Gf ! H =〈 J 2 x 2 > ㊉ … ㊉ 于是卩=<々> 
㊉ … ㊉ ( x r ) , G = {dixi > ㊉…㊉ { d r x r ). 我们只需再证4 I A . 
令 d 2 = qd \ + r , 0 < ，则 { x 2 ,Xi + qx 2 ? "* »^«} 为 F 的 

—组基，而 rx 2 + d 1 (xi + qx 2 ) = d 1 j ： 1 + d 2 x 2 G G , 从而 rGS . 由 
d , 的极小性知 r =0, 即 A U 2 . 证毕. 

定理 2 每个有限生成阿贝耳群 A 均同构于之^■ ㊉ Z mi ㊉ … 
㊉ 二 f ，其中^ 0, 1 < m 〗 < … < 叫且叫 | m2 | …丨 m ,. 

证明不妨设 A 关{0}，且 A 是由 n 个元素生成的.于是 A 同 
构于秩为 n 的自由阿贝耳群 F 的 商群: A 兰 F / K . 如果 K ={0}， 则 
A 兰 F ， 从而为定理中 r =7 i，t = Q 的情形.如果 F 的子群 K 古 {0} ， 
由定理1可知存在工1，…，； G Fjd 1 ，…，4 € Z , d x I d 2 I *•* I d s , 
使得 F = (Xi > ㊉ … ㊉ r „> ， K = > ㊉ … ㊉ ( d s x s ) •令 

= … = d ” =0,我们有 

G~ F/K 兰 （〈: ^ > / 从工 ] >) ㊉…㊉ （〈， „>/ (d n x n )) 

— (〈A (/ 〈 c/m >) ㊉…㊉ （〈 : r 5 >/<d 5 :r s >) ㊉ Z" • 

注意 ( x >/< x ) = {0} , 从而以 m' ，…， m t 表 7 K d\ ，…， d s 中不为 1 
的那些，则 G 兰 Z r ㊉…㊉ Z ⑽， 其中 w —5 且叫 I m 2 

I ••• I m t . 证毕. 

设 A 是有限生成阿贝耳群，以 A , 表示 A 中有限阶元素全体 • 
如果 a 和6分别是 A 中阶数为 r 和 s 的元素，则 a _1 和 a 6 的阶分 
别是 r 和 [ r ， S ]( r 和 s 的最小公倍数).从而 A 是 A 的子群，叫做 
A 的扭 子群. 易知 A , 是有限阿贝耳群. 

定理 3设 A 和 B 是有限生成阿贝耳群. 

(1) 存在 A 的有限生成自由阿贝耳子群 A /， 使得 

A = A / ㊉ A f . 

(2) 如果 A ㊉ A ,， 召二^ ㊉ 石”其中八/和召/分别为 
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A 和 B 的有限生成自由阿贝耳子群，则 A 兰 B ㈡ rnnkA / 二 
rankB / 且 A , — B t . 

证明 （1) 根据定理2,存在同构 ( p : A 兰 Z " ㊉ : T ， 其中 T = 
Z m \ ㊉…㊉ Z 时， 1 < mi I m 2 I ••• I m ; . 不难看出 Z r @T 的扭子 
群就是 T . 因此 cp - HT ) 就是 A 的扭子群记 A / = f 1 (汐），则 
A/gy 且 A = A, ㊉ A . 

(2) 如果 A ^ B ， 则 A , 兰啟，从而 A 7 ^ A / A 兰 B / 啟兰氏， 
于是 rankA / — rankB /. 反之，若 rankA / = rankB /， 则 A / 兰 
如果又有 A 兰战，则 A = A , ㊉ A 兰 ㊉ 汉 = B . 证毕. 

根据定理3,每个有限生成阿贝耳群 A 均同构于 A ㊉ A , ，其 
中 r 是由 A 唯一决定的，叫做 A 的秩，记为 rankA . 当 A 为有限生 
成自由阿贝耳群时， A ,= {0}， 可知这里秩的定义与对自由阿贝耳 
群情形的定义是一致的.定理3的 (2) 可简述 为:设 A 和 B 是两个 
有限生成阿贝耳群，则 A 兰 B ㈡ rankA ㈡ rankB 且 B 卜于 
是问题化为有限阿贝耳群 A 的分类问题. 

定理4 设 A 为有限阿贝耳群， A #{0}. 

(1) 存在1 < | w 2 | … | m , ^ 1), 使得 A 兰 ㊉ … 

㊉ Z 加， （ wi ，… ， m ; ) 由 A 唯一确定. 

(2) 存在-组正整数{种，焯，…，焯 } ，其中 Pi ， …， Pk 为（不 
必不同的)素数， sv ， s k 为正整数，使得 A 兰 ㊉ … ㊉ Z 公， 
且集合{种，…，於丨由群 A 唯-决定. 

证明 有限阿贝耳群当然是有限生成的，由定理2, A 兰 f 
㊉ Z ml ㊉ … ㊉ Z ” 中元素除0外均为无限阶元素，而有限群 A 
中元素均为有限阶的，因此 r = 0, A 兰 ㊉ … ㊉I ，从而得到 
(1) 中的分解式.令 州1 =冲…於，其中/ > i ，…， pi 是不同的素数， 
A , 均为正整数，则兰 Z 冲 ㊉ … ㊉ 将，… ，△也 如此作 
成一些素数幂阶的循环群的直和，便得到 （2) 中的分解式.剩下只 
需再证满足定理条件的 {_ ，…， m ,} 和{种 ，…肩 ]的唯一性 • 

让我们先证{种，…，焯 } 的唯一性.我们知道，对于每个素数 
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/> ，有限群 G 的希洛夫子群是彼此共轭的，并且 G 中每个阶为/> 
方幂的元素均在 G 的某个希洛夫欠子群之中.当 G 为有限阿贝耳 
群时，每个子群均只与自己共轭，从而对 | G | 的每个素因子 /)， G 
只有唯一的一个希洛夫子群 G p ， 并且 G p 就是 G 中全部 p 方幂 
阶元素所构成的子群.设 I G | =沖… 〆 、是 | G | 的素因子分解式， 
则 I % | = M . 不难看岀 G = G Pi ㊉ … ㊉ 士，即每个有限阿贝 
耳群是它的所有希洛夫子群的直和.为了对有限阿贝耳群 A 证 
明 bf ， …， 的唯一性，我们只需对它的每个希洛夫子群 A p 
证明这件事即可.以下设 A 为有限阿贝耳群，即 A 的阶为 f 
的方幂.这时， A 兰 Z / 1 ㊉ … ㊉ Z 广，我们只需证明{山，…， a r } 
的唯一性.不妨设1 < q …< a r . 若又有 A 兰 Z ， ㊉…㊉ 
Zp d , 1 …，则 pA = pZ 广 ㊉ … ㊉ 于是 A//?A 

兰 （ Z /1 /好广） ㊉ … ㊉ 但是因此 
A / M 兰為，从而 | A //) A 卜，.类似地由 A ez〆 ㊉…㊉ 
Z P c d 得到 I A/M I = 〆 .我们首先得出 r=cL 

现在假设 A = q ，…， aH = ch 而仏< c , •贝 lj 

P° l A = ㊉…㊉ p ai Zp a r = ㊉…㊉ Zp a r~ a t , 

同样有 〆 A 兰 Z /,- a , ㊉…㊉ Z/n . 由于 c — a ， …， G — a 均 
为正整数， p ° i A / p a ^ l A ^ . 但是 ❿ i — ① ，…， a r — a £ 中共有 

r 一〖个数，于是妒^4/0 + 1又同构于不超过 n '个的直和， 
这就导致矛盾，从而 A 我们证明了 {钟，…，妙 } 

的唯一性. 

最后证明 { mi ，•- , m ; -} 的唯一性.设 p \ ，…， p r 是丨 A | = 
m x … m ， 的全部素因子•令叫=沖 1 …设，％ ^0,由叫 | m2 | … 

| m t 可知0 < … ^ a tJ (1 ^ r ). 于是乙_的希洛 

夫 pr 子群为 Z 、. 不难看出 A = Z ml ㊉ … ㊉ Zw 的希洛夫/> 厂子 
群 A 知为 Z % w ㊉ … ㊉ (0<%< — <叫）.由上一段已知％， 
中不为0的那些由唯一决定，因此由 A 唯一决定.由条 
件 m ( > l 可知〖和所有的 a ,) 均由 A 唯一 决定. 因此 ，…， m ，} 
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由 A 唯一决定.这就完成了定理4的证明. 

定理4中的 { mi ，•- *, m r } 叫做 A 的不变 因子， {种，…，仲 } 
叫做 A 的初等 因子. 对于有限生成阿贝耳群 A ， A ,_ 的不变因子和 
初等因子也分别叫做 A 的不变因子和初等因子.综合上述我们完 
成了有限生成阿贝耳群的结构 定理： 

定理 5 两个有限生成阿贝耳群 同构 ㈡ 它们有相同的秩和初 
等因子 ㈡ 它们有相同的秩和不变因子.特别地，两个有限阿贝耳 
群冋构 ㈡ 它们有相同的初等因子 ㈡ 它们有相同的不变因子.， 

例 1500阶阿贝耳群的分类.设 A 为阿贝耳群，1 A | =1500 
= 2 2 X 3 X 5 3 , 于是 A 的希洛夫子群的阶分别为 IA 2 | =2 2 ， | A 3 | = 
3，| A 5 |=5 3 . A 的初等因子共有以下六种 可能： {2,2,3,5,5,5}， 
{2,2,3,5,25}, {2,2,3,125}, {4, 3,5,5, 5}{4,3,5,25},{4,3, 
125}. 所以15⑻阶阿贝耳群共有六个 : Z 1 ㊉ Z 3 ㊉ 巧， Z 1 ㊉ Z 3 ㊉ Z 5 
㊉ Z 25 ， Zi ㊉ Z 3 ㊉ Z125 ， Z 4 ㊉ Z 3 ㊉ 為，乙 ㊉ Z 3 ㊉㊉ Z25 ， Z 4 ㊉ Z3 ㊉ 

Z \2 r j • 

将初等因子{2,2, 3 ,5,5,5}化为不变因子则为 ^3, m s -2 X 
3 X 5， n ?2 = 2 X 5，％ = 5,即不变因子为 { 5、10、30} ， 于是 Zi ㊉ Z 3 
㊉ 為兰厶 © Z 1( J © Z 3 。. 另外五个群的不变因子分别依次为{10、 
150}，{2、750},{5、5、60}，{5、300}和 {1500}. 

习 题 

1. 试证，有限生成阿贝耳群 G 是自由阿贝耳群当且仅当 G 的 
每个非零元素都是无限阶元素. 

2. 设0 * 是非零有理数的乘法群.试证 

i )0*是自由阿贝耳群，全部素数是它的一组基 • 

ii ) 不是有限生成的. 

3. 设 G 是有理数加法群.试证 

i ) 2不是自由阿贝耳群. 

ii ) 0 的任意有限生成的子群都是循环群，但0不是循环 
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群. 

4. 设 A 为有限阿贝耳群，则对于 | A | 的每个正因子山 A 均有 
V 阶子群和 d 阶商群. 

5. 设 H 是有限阿贝耳群 A 的子群，则有 A 的子群同构于 
A/H. 

6. 如果有限阿贝耳群 A 不是循环群，则存在素数使得 A 
有子群同构于 

7. 试 证：当 （ w ， w ) = 1时， Z m ㊉ 乙的不变因子为而当 
( m , w )> l 时，匕 ㊉ ；的不变因子为 { ( w ， w ) ， [ w ， w ]}. 

8. 求 Z2 ㊉㊉ Z 35 的初等因子和不变因子. 

9. 设 f 是一个素数， Z / ㊉ 有多少个 P 2 阶子群？ 

10. 试证非零复数乘法群 C * 的每个有限子群都是循环群. 

11. 阿贝耳久群 G 称为初等的，如果对任意 a 6 G , ^ - 1. 
设 G 为初等阿贝耳 〆 群且 mnk ( G ) = «， G 有多少个极大子群？ 

12. 设 G ， A ， B 均为有限阿贝耳群.如果 G ㊉ A 二 G ㊉ B ， 求证 
A-B. 

1. 11小阶群的结构 

本节我们给出阶数<15的所有群的结构.由于阿贝耳群已由 
前节完全决定，以下只考虑非阿贝耳群，从而群的阶不为 P 和 

定理1设 G 是以阶非阿贝耳群，其中 p 是奇素数，则 G 兰 
D〆 正边形对称群). 

证明如前令 N ( p ) 表示 G 的希洛夫子群的个数，则 
N ( p ) =kp + l I 2 ，从而 N ( p ) = 1 .令 a 为 G 中 f 阶元素，则 < a > 
是 G 的 f 阶正规子群 . G 中存在2阶元素心 6 芒 〈 a > . 由于 | G | = 
2 p y G = < a ,6>. ( a ) 是正规子群，因此 bab~ x = a 1 ^0^.1 < ip , a ~ 
b 2 a / r 2 = a /2 , 所以 Z 2 三 l ( modp )， 即 /=±1.当/ = 1 时， 6 a = a 6, 
G 为阿贝耳群.当 Z = — 1时， bab 一 1 = a * 1 ， 群 G 即为 = ~ 
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= l , ba ~ a ~ l b )=^ D p . 证毕. 

定理 2 设和 g 为素数，1，则妁阶群 G 必是 
循环群 

证明类似于定理1的证明， G 中存在/>阶元素 a 且 〈a> 是 G 
的正规子群.根据希洛夫定理， N ( q)^lq + 1 | p 9 因此 N(g) = 1 
或 P . 若 N ( q ) =/)，则 g I夕一1，与假设矛盾.所以 JV(g) = 1.即 
G 中存在9阶元素 h <«也是 G 的正规子群.于是 G= ( a ) X ( b ) 
^ z P xz q ^ z^. 证毕. 

总起来，阶数《 = 2,3,4,5,7,9,11， 13 的群必为阿贝耳群.对 
于 ” = 群为对 n == p 2 ，群为 為或 Z/. 

由定理1，阶数/? = 2^ = 6，10，14的群有循环群 Z 2p 和非阿贝 
耳群IV 

由定理2,15阶群只有循环群 Z 15 . 

于是只剩下阶数《 = 8和12两种情形 . 8阶阿贝耳群有 三种： 
為 ，厶㊉ Z 4 . Z s ，12 阶阿贝耳群有 两种: Z 2 ㊉ Z 6 和 Z 12 .至于非阿贝 
耳群的情形则有 

定理3 8阶非阿贝耳群 G 只有 两个: D 4 和 Q 8 . 

证明如果 G 有8阶元素，则 G 为循环群.如果 G 中每个元 
素^关1的阶均为2,则 G 是阿贝耳群.所以若 G 为非阿贝耳群，则 
G 中必有4阶元素 a. 由于 [G : U>] = 2, 是 G 的正规子群•取 
6磋 <a>， 则 G 由 a 和6生成且6 2 6 〈a>. 令6 2 =a%0</<3. 由于6 
的阶<4，炉的阶 <2. 因此 I ■关 1 ， 3, 即 6 2 = 1 或 6 2 = a 2 . 

如果6 2 = 1，由于 〈 a > 为正规子群， 0< i <3, 因为 
bab - 1 的阶等于 a 的阶，即阶为 4. 从而1或 3. 如果 bab - 1 = a ， 
则 ba = ab ， G 为阿贝耳群，所以应当 6 a & _1 = a 3 = a _1 ，于是 
G — ( a , h I a 4 = b 2 = l,ba = a ~ l b ) = D 4 

如果 6 2 =a 2 ，则与前同样有 bab ^ 1 ，于是 

G =^ < a ,6 I a 4 = 1,6 2 = a 2 ,ba = aT l b) = Q 8 . 

最后还要证明 A 和 Q 8 不同构.这可以考查两个群中元素的 


62 




阶.这两个群的8个元素均表成 a ^(0< z '<3, 0< 7 <1)，但是乘 
法运算不同.不难计算它们的阶分别为： 


元素 1 

1 a a 2 a 3 h ah a 2 b a 3 b 

阶数! 

1 4 2 4 2 2 2 2 


群 q 8 

元素 * 

1 a a 2 a 3 b ab a 2 b a 3 b 


阶数 j 

1 4 2 4 4 4 4 4 


由于两个群中4阶元素的个数不同，所以不同构.证毕. 

定理 4 12阶非阿贝耳群 G 有三个 : D 6 ， A 4 和 = 

1， b 2 = a 3 , ba = a ~ l b ). 

证明 取 G 的一个希洛夫3-子群 P 二 U >. G 在 P 的陪集上 
的作用给出诱导表示/ : G — S 4 . K = Kerf < P . 于是 K = P 或 
{ 1 }. 

如果，则/: 0+ S 4 为单同态，从而 [ S 4 : /( G )] = 2, 
但5 4 的12阶子群只有 A ,， 因此这时 G 兰 A 4 . 

当 K - P 时， G ， 从而 G 只有唯一的希洛夫3-子群 P ， 因 
此 G 只有两个3阶元素 c 和 c 2 . 由手 [G : G ( c )] 等于 c 的共轭元 
个数，从而 [ G : Ca ( c)J = 1 或2, | Ca ( c ) |= 12或6,因此 CcU -) 
中必有2阶元素 d ， 令 a = cd 是6阶元素，于是 〈 a > 为 G 

的正规子群. 

取6磋 ( a ) , 6古 1. bah~ x — a '(0^ z ^5). 由于 bah~ l 为6阶 
元素 ， f =士1 .当 ； =1 时， 〜 = a 6， G 为阿贝耳群，因此 必然& - 1 
= a - 1 ，即 ^2 = aT l b . 

再由 V 6 < a > 得6 2 = (0 ^ 5). 于是 a J = b 2 = ba J b -' 

= { bah~ l ) J — a ~ } , 从而 = 1 ， j = 0 或 3. 

当 7 = 0 时，6 2 = 1， G = ( a , h \ a % = h 2 = l , ba = a ^ x h )= D (!i . 

当 ）= 3 时， G =< a ，6| a 6 = 1, h 2 = a 3 , ba ^ a ^ b ) 

我们需要证明 T 是 12 阶群.首先， T 中元素均可写成 W 
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(0< f <5, 0<7<1), 从而 I T |<12 •其次考虑群 S 3 XZ 4 中 
元素 A 二 ((123)^ 2 ), B = ((12)，《)，其中《是 Z 4 的生成元，则 
A 6 =1, B 2 - A 3 , BA ^ A ^ B , 直接验证 A 和 B 生成12阶群，因 
此了是 12阶群. 

最后还需证明 D 6 , A 4 和 了彼此 不同构.首先， T 中有4阶元 
素心而 d 6 和 / u 均没有4阶元素，从而 r 不同构于0 6 或力 4 .其 
次认中有 7 个2阶元素 a 3 ， a ^(0< z <5), 而 A 中只有 3 个2 
阶元素 （12) (34) ,(13)(24) 和（ I 4 ) (23). 从而 D 6 和 A 4 也不同构. 
证毕. 

于是我们得到如下的表格. 


表阶数 <15 的群 


IGI 

G 


阿贝耳群 

非阿贝耳群 

1 

⑴ 


2 

Z z 


3 

Z 3 


4 

Z1 ， Z 4 


5 



6 

z 6 

S 3 =D3 

7 

Zy 


8 

Z| ， Z2 ㊉ Zi ， Z8 

Di ,Qg 

9 

Z1,Z 9 ' 


10 

Zio 

d 5 

11 

Zn 


12 

Z| ㊉ A ， Z】2 

Dq », T 

13 

Z 13 


14 

Zu 

d 7 

15 

Zl5 
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习 题 


1. 求0 4 和<3 8 的中心 c ( d 4 )* c ( qo . 

2- 试证 Q 8 的每一子群都是正规子群. 

3. 确定所有互不同构的18阶群和20阶群. 

4. 设 P ， q 是两个素数，试 证:妁 阶非阿贝耳群 G —定 
可以由下述生成元和定义关系给出： G =< a ，6>， V=M = 1， 

，其中 r p = l ( modg ) , r ^ l ( modg ) ,p 整除 g —1. 

5. 设 p 是奇素数.试证 〆 阶非阿贝耳群 G 可以由下述生成 
元和定义关系 给出： 

I ) G = ( a ， b ) , a pZ = b p — 1, b~ l ab — a 1+p 
H ) G = { a ， b ， c ) ， a p — b p — c p = 1, ca 二 ac ， ch — he , 
ah = bcic • 

附录 1.1 可解群 

在这个附录中我们简单介绍一类重要的有限 群:可 解群.这个 
名称来源于高于四次的一般代数方程根式不可解，详见第三章附 
录 3. 3. 

我们知道，多数的群都是非交换的.判别一个群是否为交换群 
(阿贝耳群），或者与交换群相近的程度可以有许多种方法和标准. 
比如 说:群 G 是交换群当且仅当 C ( G )= G . 所以群 G 的中心 C ( G ) 
愈大，即中心元素愈多，可以认为 G 愈接近于交换群.又比 如说: 
元素 gGG 是中心元素当且仅当 g 只与自身共辗.所以有限 G 为 
阿贝耳群，当且仅当 G 中每个元素均是一个共轭元素类，即共轭 
元类数达到最大值 | G |. 所以一个有限群 G 的共轭类数愈大，可认 
为愈接近于阿贝耳群.现在我们再给出一个标准.对 aAGG ， 定义 

G 中兀素 [ a ，6] = a 6 a _1 6 _1 ，叫做 a 和 6 的换位子.所有这样的换 

• • • 
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位子生成的群 G ’ 叫做 G 的毕华，表示成 G ，. 由于 M = h « 
[ a ， 幻=1，因此 G 是阿 贝耳舍 汝当 G ' = l .群 G ' 愈大，则不为 
1的换位子愈多，表示 G 距阿贝耳群愈远. 

定理 1 (1) G r < lG . 

(2) 若 iV < G ， 则 G / N 是阿贝耳群 ㈡ G '< N . 

证明 （1) 对于 g ， a ， 6 6 G ， 易知 g \_ a , 6] g~ l = Igag ^ , 
劝 g — 1 ]. 所以 gGV — XG '. 于是由于 g ■可为 G 中任 
意元素，所以也有 G ^^ GV 1 . 于是对每个 g -6 G ). 
这就表明 G '< G . 

(2) 若 G / iV 是阿贝耳群，则对每个 
IV ，于是 [ a ，6]= a 6 a — 1 GiV ， 即 G r < N . 特别地， G / G 是阿贝耳 

群.反之若 G '< iV ， 则 G / JV ，即 G / N 同构于阿贝耳群 G / 

G ' 的商群，从而必是阿贝耳群.证毕. 

现在记 G m = G '， G ( 2 )= G (1 )' ，…， ( i ^2). 于是 
得到 G 的一个子群序列 . 

GOG ⑴ 0 G ⑵ 0… OG ( h ) og (0 卜" 

其中每个 G a ) 都是前一个 G &” 的正规子群 • 

定义 群 G 叫做可解群，是指有〃使得 G (rt) = { l }. 

每个阿贝耳群都是可解群（因为 G (1) = {1}). 更一般地我们有 
定理2 (1) 可解群的子群和商群是可解群. 

(2) 如果 iV < G ， 则 G 可解 ㈡ N 和 G / N 均可解. 

证明 （1) 设/ : G—H 为群的同态，易知对每个 d，f 
并且若/是满同态，则 /( G W ) = H “\ 由此即可证明 

(1). 

(2) 由 （1) 知^成立.现设 G / N 和 N 均可解.考虑正则满同态 
/: G - G / N . 由 G/IV 的可解性可知有《使得 /( G u> ) = ( G / iV) ㈤ 
={1}，即 G U ) < N . 由 IV 可解知 G ⑷也可解，从而有 w 使得 
( G ㈤ ）⑽= { 1 } ，即 G in+m) = { 1 }. 于是 G 可解.证毕. 
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现在我们给出可解群的另一种判别方法. 

定义设群 G 的有限多个子群组成的子群列6=6。>6 1 > 
— { 1 }. 其中 G 。= G ， G „ = { 1 }. 如果每个 Gi 均是 G ,— 1 
的正规子群(1<纟<〃），称它为正规列.如果正规列中 G^/aaK 
z ‘< 幻均是单群，则称它为组成士/一'个正规列叫做是可解列，是指 
Gn / GKKfgrz ) 均为阿贞耸 ' 

定理 3 (1) 有限群 G 必有组成列. 

(2) 群 G 是可解群 ㈡ G 有可解列. 

证明 （1) 由群的同构定理我们知道，若 N < G ， 则 G/N 的每 
个正规子群都有形式 H / iV ， 其中 iV < H < G . 所以当 G 关 iV 时， G / 
N 为单群 ㈡ N 是 G 的极大正规子群（即若 N < M <\ G ， 则 M = G )_ 
现设 G 是有限群.则 G 必有极大正规子群 Gi ，于是 GIG ' 为单群. 
再令 G 2 为&的极大正规子群，……由于 
而 G 是有限群.所以有 n 使得 G „ = { 1 }. 于是 G>G > w > G „ 就 
是 G 的一个组成列. 

(2) 若 G 可解，则有 n 使 G °° = {1}. 于是 G > G ⑴ 

= {1} 是正规列.由于 G ( I ) / G “ + ” 均是阿贝耳群，所以这是可解列. 
反之，若群 G 存在可解列 G = G 。 …= { 1 }. 则 G / Q 是 
阿贝耳群，于是 G—gGi (定理 1). 同样由 G / ft 为阿贝耳群可知 
G (2) < G 5°< G 2 . 由此归纳可得所以 G ㈤ < G „ = {1} ， 即 G 
是可解群.证毕. 

系 有限群 G 是可解群当且仅当 G 有正规列0 = 0。>0 1 > 
…二 {1} ，使得 G ,/ G , +1 (0« n —1) 均是素数阶循环群. 

证明 设 G 是有限可解群，则定理3表明 G 有组成列 G = G 0 
OGi 卜… t > G n = { l }， 不妨设 Gi 9^ G i+ i •(若 G { = 

G (+1 ，则去掉 G , +1 之后仍是组成列）.于是 G ,/ G , +1 是单群并且 G ,/ 
G i + l 7 Mi }. 特别地 G ,7 Ml }(0< z < rz —1) •对于每个单群 MtMI }， 
M '< M ， 从而必然]^ = (1)或 M ^ M . 当 M 7 = ⑴时 M 为阿贝耳 
群.而当时，对每个 Z >1 均有 iVP = M #{ l }， 从而 M 不 
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是可解群，因此若 G ,/ G , +1 是非阿贝耳的单群， G ,/ Gm 必然不可 
解，于是 G , 也不可解，因此 G 也不可解（定理 2). 这与假设矛盾. 
所以 G ,/ G , +1 是阿贝耳单群，即为素数阶循环群— 1) .反 
过来，若 G = G 。 … 0 G „ = {1}， 并且 G z / G , +1 (0< z < n — l ) 均 
是素数阶循环群，由定义知 G 是可解群，证毕. 

除了阿贝耳群之外，我们还可举出一些可解群的例子. 

例1设 A , 是正^边形的对称群.令 g 为中^阶元素(例 

如 g 是绕正 n 边形的中心旋转&角的运动），则 H =< a 〉 是 n 阶循 

n 

环群， [ D „ : H ] = 2, 因此尺是1^的正规子群，而认>只>{1}为 
可解列，即为可解群. 

例2 设 | G | 二 pg ， 其中 p 和 g 是素数， P > g _ 这时 G 的 p - 希 
洛夫子群 H 是 G 的正规子群(见第8节定理3的证明）， \ H \= p , 
GOHOU } 是可解列，因为 G / H 和 H /{1} 分別为 g 阶和 p 阶循 
环群.于是 G 为可解群. 

英国数学家 Burnside 猜 想：每 个奇数阶的有限群都是可解 
群.这个猜想在1963年由 W . Feit 和 J _ Thompson 所证明，文章长 
达255页. 

尽管可解群是比阿贝耳群广的一类群，我们仍然有不可解群 
的例子.比如说，每个非阿贝耳单群都是不可解的（见前面系的证 
明).下面一类不可解群对于研究代数方程的根式可解性是重要 
的. 

定理4 当 rz >5 时 n 元对称群 S „ 不可解_ 

证明 若 S „ 可解，则其 子群儿 1 也可解.但交错群 A „( n >5) 
是非阿贝耳的单群(第6节定理 4). 因此 A „ 不可解.这一矛盾表 
明 S ,,( n >5) 不可解.证毕. 


习 

1. 证明 s 3 和 s 4 是可解群. 
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2 •设 P ， g ， r 均是素数(不必不同) • 试证阶群都是可解群. 

3.设/ : G — A 是群的同态，其中 A 是阿贝耳群.求证 G r < 
Ker /. 
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第二章环和域 


本章介绍近世代数中继群之后的另外两个基本代数结 构:环 
和域.在本章中我们只讲述环和域的一些基本知识，进一步的学问 
则属于环论和域论等一些专门学科. 

2. 1 基本概念 

定义环是一个集合尺和尺上两个二元运算(通常表示成加 
法+和乘法_ )组成的代数结构(仏+， •） ，并且满足以下三个 
条件： 

(1) (反,十）是阿贝耳群.这个加法群的幺元素表示成0 〆 或 
者简记为 0) ，叫做环 i ? 的零元素. 

(2) CR ，•） 是半群.这意味着 尺中乘 法运算满足结合律. 

(3) 加法和乘法满足分配律.即对任意的有 

a { h ~\ c ) = ab ac y ( b -\- c ) a = ba ca . 

注记如果只是前两个条件，那么 P 过具有阿贝耳群 CR ，+ ) 
和乘法半群 CR ，•） 两个彼此孤立的代数结构.正是条件 （3) 将两 
个运算用分配律联系在一起，从而形成新的代数结构——环. 
如果环 K 还满足条件 

(4) 对所有 < 2 , b ^： R , ab = ba . 

则称 P 为交换环.因此，这里“交换 ”二字 是表明反中乘法满足交 
换律（因为环中加法永远规定有交换律）.另一方面，如果半群 
( R ，• ) 具有么元素，即如果 
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(5) 存在元素使得对每个元素 
则 P 叫含幺环.元素 U ( 或者简写为 1) 叫做环尺的幺元素. 

注记环尺中的零元素是唯一的，如果 环尺有 么元素，则它 
也是唯一的. 

像在群论中一样.对于正整数〃，记 rz 个 a 相加为 M ，而 rz 个 
a 相乘为 V ，由环的定义我们首先可以得到环的如下最基本性质. 
定理1设 尺为环 .则 

(1) 对每个 Oa — aO ^ O . 

(2) 对每个 a ， b 6 R ， (— a)b = a (— b ) =— ( ab ) ， 

(— a )(— b ) = ab , 

n m n m 

⑶对于 a ,, bj ( X ]) (2^) = 2 ■- 

? = i j = i i=i j = i 

(4) 对于 n 6 Z ， < 2 ， 6 6 i ?， 则 （ m )6 = a ( nb ) = n ( ab) t 
证明 （1) 0<2 = (0 + 0 )a = 0 a + 0 a ，从而 Oa ^ O . 同样可证 

aO — 0. 

(2) ab (— a)b = ( a ~\~ (— a))b — 0 • b = 0 9 从而 (~ a)b — 
— ab . 同样可证 a(—W =— ab . 最后 a ){ — b ) =— a (— h )= 
— ( — ab ) —— ab . 

(3) 利用数学归纳法可将分配律推广成 

n n mm 

( 2 A )x = 2 a { x , y(^b } )= ^yb 3 , 

Z—] 1=1 J=1 J=1 

于是 


f = 1 J = l i=l j = l f = l j = l 

(4) 由 （1)、（2) 和 (3) 推出.证毕. 

定义环 P 中非零元素 a 叫做 P 中的左零因子，是指存在非 
零元素66尺，使得 ab = Q . 类似地若 6 a = 0, 则 a 叫环的右零因 
子.如果 a 同时是左零因子和右零因子，则 a 叫做环 P 的零因子. 
若尺为交换环，易知 R 中每个左（或右）零因子均是零因子， 
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从而左零因子、右零因子和零因子这三者是一回事. 

定义 设尺是含幺环.尺中元素 a 叫做左可逆的，是指存在 c 
6尺使得 m = l， 这时 c 叫做元素 a 的左逆.类似地可以定义右可 
逆和右逆.如果 a 同时左可逆和右可逆，则 a 是乘法含么半群 
(R，• ) 中的可逆元素，从而 a 具有唯一的乘法逆元素 a _1 .环尺中 
的可逆元素 a 通常叫做环 P 中的单位 （unit). 含幺环 P 中的全体 
单位形成乘法群(第一章第2节定理 1) ，叫做环 P 的单 位群， 表示 
成 U(Rh 

若尺 是含么交换环，则左可逆、右可逆和可逆这三个概念是 
一致的. 

定义设尺为含么交换环，并且 0^1. 如果环 E 没有零因子， 
则反叫做整环 (Domain). 设 P 为含幺环并且 0^1. 如果 P 中非零 
元素都是单位，即 UCR) = R—{0}， 则 P 叫做体 (Skew-field) •如果 
体又是交换环，则叫做域 (Field). 

由上述定义 可知： 

(1) 整环、体和域中至少包含两个元素:0和 1. 

(2) 含么环 尺为体 的充要条件是尺的非零元素全体形成(乘 
法)群. 

(3) 每个域都是整环，因为可逆元素不能是零因子. 

现在我们给出环的一些具体例子. 

例1 P={0}. 即由一个零元素构成的环，叫做 零环. 我们对 
这种环不感兴趣.即通常总假定尺不是零环. 

例 2 〃阶实方阵全体对于通常的矩阵加法和乘法形成含幺 
环，叫做 n 阶实方阵环 ，表示成紙 （K)， 零元素为”阶零方阵，幺 
元素为„阶单位方阵类似可定义有理矩阵环 M„ (Q) ，复矩阵 
环]^„(0等.当时，易知它们均不是交换环. 

更一般地，对于任意环尺，我们仍旧像通常那样定义元素属于 
R 的两个 n 阶方眸的加法和乘法，可以直接验证全体这种〃阶方 
阵形成环， 叫做环反上的 n 阶方阵环， 表示成 M„ (R). 如果环 i? 有 
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1 尺 ' 

幺元素 1 R ，则环 M „ CR ) 也有幺元素 ' .进而，如果尺 

是交换环，我们可以定义方阵 A = ( a , ) e MAR ) 的行列式 
detA = 2]& gn ( £ r ) ai , T ( i )--* a rB („ ) . 

托 s n 

基于环 P 的乘法交换性，我们可以看出 detA 仍具有行列式通常 
那些性质.例如； 

(1) ( detA )( detB ) — det ( AB ) , 

(2) A ( adjA ) = ( adjA)A = ( detA ) • I n . 

其中 adjA 表示 A 的伴随方阵，即 adjA = ( A y ) ，而卓是八中元 
素〜的代数余子式.上面第 （1) 式表明，当 P 为含么交换环时，行 
列式映射 

det : M 7J ( R ) — J?，A — det ( A ) 

是乘法半群的同态 (并且 易知这是满同态).因此若 P 是环 M „ CR ) 
中的单位，则 detA 也是环 P 中的单位(为什么？) . 反之，如果 detA 
e U ( R ) ，则由上面第 (2) 式可知 （ detA )- iadjA 是 A 的逆元素，即 
AeU ( M n ( R ))^ 这就完全决定了矩阵环从,0?)的单位群(其中 
尺为含么交换 环）： 

U ( M n ( R )) - (A e M n ( R ) I detA e U ( R )}. 

乘法群 U ( M n ( R )) 叫做含么交换环 P 上的 n 次一般线性群，表示 
成 GL ( n ， P ). 例如 GL ( n ， Z ) = {AG M „( Z ) | detA =± l }， 而对 
任意域 F ， GL ( n , F ) = {A G M n ( F ) \ detA ^ O }. 

例 3 设 n 为正整数 . Z „ = Z / nZ 对于在模 n 同余类上定义 
的加法和乘法形成含么交换环，叫做模〃同余类环.当时，它 
不是零环，如果以 a 表示同余类 a + nZ ， 不难证明 

U ( Z n ) = {a I ( a , n ) = 1}. 

当 《 为素数时，乙为域(习题).而当 n 不为素数时，乙甚至不是整 
环（即有零因子). 
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例 4 设尺是 任意环，以 P [ x ] 表示系数属于 P 的多项式 
/ u ) = aQ + aiX + …所构成的集合.我们可以像通常那样 
定义多项式加法和乘法，即 

n n n 

( 2 aix 1 )+ 2 十 h )/— ， 

Z=1 i = l i=^l 

n m rt\m 

(D <2 〆 ) (^ bjJO J )= ^ jC k x k , 

i = l j = l 是 =1 

其中 Q = 可以直接验证 P [ X ] 由此形成环，叫做环尺上 

t + j=k 

的多项式环. 如果尺为交换环，则 P [ x ] 也是交换环.如果环尺有 
幺元素1，则1也是环 P [ x ] 的么元素.类似地还可定义多个未定 
元的多项式环尺[^，心 ，…， xj . 我们在第5节中还要对多项式环 
作专门研究. 

例5有理数全体2对通常运算形成域，叫有理数域.类似有 
实数域 K 和复数域 C . 现在我们给出体的例子.设 i ， j ， k 是三个数 
学符号， K 为实数域.以 if 表示集合 

H = { a 0 +aii + a 2 j + a 3 k | a -, 6 R (0 < i < 3)}. 

H 中元素 a = a 0 + aii + a 2 j + a 3 k 和 ^~ b 0 +6 ii + 6 2 j + ^ 3 k 相等，当 
且仅当 a ,-^(0< Z <3). 在集合 H 上自然定义加法（按分量 
相 加）： 

a + /? — ( a 0 + 6。 ） + (a + )i + (a + 心 ）j + (“3 + )k 
而乘法则定 义为： 

H = ir ， rj = jr ， rk = kr (对于 r ^ R ), 
i 2 = j 2 = k 2 = — l,ij = —ji = k , jk=—kj = i , ki =— ik ^ j , 

然后用分配律和结合律将乘法扩大到整个 H 上，换句话说， 

a • j3= a 0 b 0 — a } bi 一 a 2 b 2 — a 3 b 3 + (a 0 bi + a x h^ + azb 3 

—a 3 6 2 )i+ (a 0 b 2 + a 2 b 0 +a 3 6i — ai6 3 )j 4 - (a 0 b s + a s b 0 
+ 1^2 一 (32^1 )k. 

请读者验证，集合 H 对于如此定义的加法和乘法形成含么非交换 
环.进而，对于元素。二叫+心+一十 Ak ， 定义 a = a 。 — a 1 i — a 2 j 
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- a 3 kef /. 并且令 N(a) 则不难验证 N( a ) ^^a=a 2 0 +a? 

-\-a\ -\-ai ^ R. 从而 a = 0 ㈡ N(a) = 0, 而当 a / 0 时 ,a/N(a) 
是 a 的逆元素.这就表明 H 是体.由于 H 不是交换环，从而 H 不 

是域 .H 叫做实四元数体. 

例 6令 2[ v ^ T ] = { a +6/ Ha ， 托 S } •这 是复数域的子 
集合.对于复数通常的运算 S [ v ^ T ] 是封闭的.因为若 a = 
a~hdy 一 1 ， p=c-\-dy/— \ <, a ， b，c ， 则 (a + c) + (b 

1 和 # = (此 ~bd) + (ad -\-bc)\/-~ \ 也属于 QW~~ 1]- 
于是 QW— 1] 是含幺交换环.进而，对于 a = a + b v 7 — 1 G 
QW~~ 1] ，令 a = a — b\/— 1 (复共辄），则 N(a) = aot = oa: = a 2 十 
b 2 ee ? 于是 《 关 o ㈡ N ( a ) 关0, 并且当 a ^ o 时， a 为环 
中可逆元素，其逆为 a/N(a) = a 2 ^_ h 2 — a 2 v 717 ! e 

ec / 17 !]. 这就表明对于通常复数加法和乘法运算形 
成域. 

类似地可证 ZEy 711 !] = { a + b^l \ a , bez } 是含幺交换 
环，它是整环但不是域(习题 )_ 

定义 设 S 是环尺的子集合.如果 S 本身对于环 P 中的 k 算 
也是环，则称 s 是尺的 子环. 如果 S 对于 P 中运算是体或域，则 s 
叫做 P 的 子体或子域. 

和群论中子群的情形类似，为了证明 S 是尺的子环，只需证 
明 S 对于尺 中的运算是封闭的，即若6 S ， 则 a 土^ A 6 S . 

例 1偶整数环 2 Z 是整数环 Z 的子环.而 Z 又是有理整数 
域2的子环 . M „ ( Q ) 是 M „ ( R ) 的子环 • Q 是环 2[ X ] 的子域 .Z 
[ y ^ T ] 是域 2[/^ T ] 的子环.每个环尺均是多项式环 p [ X ]的子 
环_ 

例 2设 s ,( fen 均是环只的子环，则它捫的交 也是尺 
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的子环. 

例3设 S 是整数环 Z 的子环，则 S 必然是 Z 的加法子群.由 
群论知 S = > 0) ，而易知每个 nZ 均是子环，从而 Z 的全部 

子环为 NZ I n ^ 0}. 

例 4 每个环均有两个平凡子环 :零环 (0) 和环 P 自身. 

和群论一样，为了将不同的环加以比较，我们常常需要从一个 
环到另一个环的映射并且保持环的运算，这就是环的同态. 

定义设尺和 S 为环.映射/: S 为环的同态，是指对每 

个 a，b G R ， 

= f ( a ) +/(6), f ( ab ) f ( a ) f ( b ). 

注意由第一式表明环的同态必然是加法群的同态.从而 /(0〃）= 
0 S , /(— a ) = —/( a ). 如果环同态/是单射(满射），则/叫单同态 
(满同态），如果/是——对应，则/叫环的 同构. 这时表示成/: 

ie = s ， 而尺和 s 叫做同构的环.如果厂 1 : 3—尺是/的逆映射， 

不难证明厂 1 也是环的同构.又若/ :尺― s，g : S — T 均是环的 
同构，则=尺—了也是环的同构，这表明环的同构是等价关 
系.在环论中，彼此同构的环看成是同一个环.环论的最基本问题 
是(具有特定性质)环的同构分类. 它比 群的分类往往还要复杂. 

环尺到自身的同态和同构叫 做环尺 的自同态和自 同构. 不难 
看出 ，环尺 的全部自同构形成群，叫环 P 的自同构群，表示成 
AutCR ). 决定环尺的自同构群是环论又一个基本问题_ 

设/ : i ? — S 是环的窄同态.于是对于反中不同的元素 a , 

象 /( a ) 和 /(« 是 S 中不同的元素_因此 /( 尺)是 S 中的子环并且 
同构于尺.通过单同态/我们可以把环尺看成是 S 中的子环/ 
CR )， 即把尺 中元素等同于 S 中元素 /( a ). 因此，环的单同态/也 
称作环 P 到环 s 中的嵌入. 

如果/: S 是环的满同态，并 且尺和 s 均有幺元素，则 

( i )/ d ^) = i s; ( ii) a e u ( R )=> f ( a ) e u ( s )， 并且 / or 1 )= 
76 




f ( a )- 1 (习题 6). 特别若尺和 S 均是体或域.而/ : 尺 — S 为环同 
构时， （ i ) 和 ( ii ) 是成立的.这时称/ 为体同构或域同构. 类似可定 
义体(域)的嵌人，体(域)的自同构群等等. 

例 1 n >0, 正则映射 Z — Z/nZ 是环的满同态，其中々 

表示$的模 n 同余类. 

例2 每 个环尺 同构于1阶方阵 环鸠（尺). 而当1<〃<切 
时，可以有很多方式将 环紙(尺) 嵌到 环狀/尺) 之中.最后 ，尺 还可 
以用“对角”嵌人 a ^ al n 而成 为紙(幻 的子环. 

例 3设 C 为复数域，1/为前面的实四元数体.则映射/: C 
— J /， a + bV — l ^ a + bi+Oj + Ok 是环的嵌人.从而 C 可看成是1/ 
的子域.将 C 嵌成1/的子域可以有无限多种方式(这是由于 x 2 + l 
= 0在中有无穷多解！） . 

例 4映射 Z [_ T ]— Z [/=!]， /(. r ) p /( —1) 是环的满 
同态，但不是单同态，因为在多项式环 z [ X ]中 x 2 + l 关0,但是9 
Cr 2 + 1) = (/= T ) 2 + 1 = 0 = p (0). 另一方面，请大家证明 Z 
[/^1]不能嵌成 Z Dr ] 的子环（因为 X 2 = — 1在环 Z [ x ] 中无 

解!） . 

例 5设环 i ? 没有幺元素 . Z 为整数环.考虑集合 S = KXZ ， 
并且如下定义 

Oi ，是 1 ) + (厂 2 ，是? ） = (n + r 2 + 是 2 ) 

(n ,ki )( r 2 jk 2 ) = ir \ r 2 -\- k 2 ri +^ ir 2 ， k ' k 2 、 

请读者直接验证: S 对于如此定义的加法和乘法是含么环.么元素 
为 1 S = (0，1). 作映射 

f • 尺 — S ， ri — ( r ， 0 ). 

不难证明这是环的嵌人.这个例子表明，任何不含么元素的环均可 
嵌到含幺环中. 

例 6现在决定一些环或域的自同构群.设/: Z ^ z 为环的 
自同构.则必然/(0)=0，/(1) = 1.从而对每个正整数〜 
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f ( n )= /(1 + H —— hi ) = /(1)+/(1 )H - h /( l ) 

= n /( l ) — n • 1 = n . 

于是 /( — n ) = —/( n ) = — n . 这就表 明：环 Z 只有恒等自同 
构.即 Aut ( Z ) = { l }. 

类似地，设^是域 <2的自同构，则上面的推理表明 < p ( n)-n 
(对每个 72 GZ ). 但是域同构有性质 — 1 (对于0尹 m 
GZ ). 从而对于每个有理数 n/mim 7 ^ 0, m,n G Z ),^( n / m )= 
ipin ) ipi 7 fT 1 、= cp { n ) cp { m)~ l = n / m . 于是有理数域 Q 也只有恒等 
自同构. 

实数域的自同构也只有一个（习题），但是复数域的自同构 

有(不可数地)无穷多个.例如“复共轭” 

托1«)便是 C 的一个非恒等自同构. 

习 题 

1. (1) 给出例子表明含么环中，一个左可逆元素可以具有多 
于一个左逆. 

(2) 如果 a 是含么环中左可逆元素，并且 a 不是右零因子， 
则 a 只有唯一的左逆. 

2 . 设 a 是环 R 中非零元素， 求证： 

(1) a 不是尺中左零因子的充要条件是:卜 c ^ R , ab = ac , W \ 

b=c, 

(2) a 不是尺中右零因子的充要条件是:^， c ^ R , ^2 = 02,则 

b=c. 

3. 设为正整数. 求证： 

(1) 环乙中元素 a 可逆的充要条件是 ( a ， n ) = l . 

(2) 若 fi 为素数，则厶 为域•若 不为素数，则乙不是 
整环. 

4. (1) 决定环 Z [^/ : ^ T ]的单位群.证明此环为整环但不 
是域. 
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(2) 对于环 z G /^"] = U+^/ : ^|a 作同样事情. 

5■设尺和 S 均为含幺环 . 0 . s # l . s . /:尺—5为环的满同态. 
则 

(1) f ( l R ) = l s . (2) 如果 a 则 /( a ) eU ( S )， 

并且 /( a -1 ) = f ( a )~\ 

6 . 设 A 是阿贝耳群， EndG 4) 是群 A 的全部自同态构成的集 
合.对于 /， g 6 E n dG 4)， 定义 

( / - hg )( a ) = f ( a ) + g ( a ) Af • g ) ( a ) = f ( g ( a )) (a G A ). 
求证 EndG 4) 对于上述运算是含幺环. 

7. 设 G 是乘法群， K 为环.定义集合 

i ^[ G ]={ Sr ^| Q 6尺，并且只有有限多个 r ,^0}. 在集合尺 [ G ] 

上定义 

^ r g g +^2 t g g =^2( r g + t g ) g , 

g6G g€C 

(XXg) ( J]t gg ) = 2s g g, 

g eo g^c 长。 

其中 2 r g ' t g ". 

g g = g 

(1) 求证上面定义的加法和乘法是集合 K [ G ] 中的二元运算， 
并且尺 [ G ] 由此形成环（叫做群 G 在环 R 上的群环 •）• 

(2) •尺 [ G ] 是交换环 ㈡ 尺是交换环并且 G 是阿贝耳群. 

(3) 如果环 R 有幺元素 1 R ，而群 G 的单位元素为 e ，则1 〆 是 
群环 R [ G ] 的幺元素. 

(4) 可以将尺自然地看成是 K [ G ] 的 子环. 

8 . 求证 = 是实数域只的子域 • 

9. (1) 决定二的全部子环(其中切为正整数). 

(2) 决定2和2[#]的全部子域. 

(3) 决定 Aute [72], AutZ m . 

10 . 设/6八泔(1«)，《，卢6尺求证 
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(1) a>0^>/(a)>0. 

( 2 ) 

(3) Aut ( K ) = { l }. 

11 . 你能将复数域 C 嵌到环 M 2 CR ) 中吗？ 

12 . 设尺为环，尺.求证 { rG 尺为尺的子环. 

13. 若/:尺 — S 是环的同态，求证 / CR ) = {/ W 卜6尺}是 
S 的子环. 

14. 设 L 7 是一个集合 . S 是 U 的全部子集构成的集族，即 S = 
{ V | Vd /}. 对于九 B€S ， 定义 

A - B ={ ceU \ ceA , c 龟 B ). 

A + B = G 4— B ) U ( B — A)，A • B = ARB . 

求证 ( S , +，• ）是交换环.环 S 是否有幺元素？ 

15. 设尺为环.如果每个元素尺均满足，称尺为布 
尔 （ Boole ) 环.求证 

(1) 布尔环尺必为交换环，并且 a+a = 0 R (对每个 a ^ R ), 

(2) 习题15中的环 S 是布尔环. 

16. 设 i ? 是有限整环，并且 | 尺|>2,则尺必为域. 

z ， I £； Gc | ，其中！£； 为 vu 的共轭复 

数.求证 L 是体，并且同构于实四元数体 

18. 整数环 Z 的加法群自同构是否一定为环的自同构？ 

19. 环尺中元素 a 叫做幂零的，是指存在正整数 m ， 使得 

cT = 0 

(1) 求证当 i ? 为交换环时，若^和^均为幂零元素，则 a + b 
也是幂零元素. 

(2) 如果尺不为交换环， （1) 中结论是否仍旧成立？ 

20 . 设是含幺环 R 中的 元素.则： 1 - M 可逆 ㈡1 — 6 a 
可逆. • 

21 . 含么环中某元素若有多于一个右逆，则它必然有无限多 


17•令 L 


z 


. —XV 


Z 


80 



个右逆. 

22 . 以 CCR ) 表示全部连续实函数 /:/?—!« 组成的集合.定义 
(/ + 忌）（。）= f ( a ) + g ( a ) , (f • g )( a ) = f ( a ) • g ( a) t 对于 /， 

g e car ) , ae ( R ). 求证 ccr ) 由此成为含幺交换环.试问 ccr ) 
是否为整环？是否有幂零元'素？决定环 CCR ) 的单位群. 

23. 设 D 为有限体.求证对每个 aGD ). 

24. 设 G 是二元群.决定群环 Z [ G ] 的单位群. 

2.2 环的同构定理 

环的同态映射是研究环的性质和联系的最基本工具.为了发 
挥同态的威力，需要引人两个新的 概念: 理想和商环. 

环论中理想的概念相当于群论中的正规子群，大家知道，正规 
子群的引人是为了构作商群，类似地，设 S 是环尺的子环，则 S 是 
阿贝耳加法群尺的子群，于是有加法商群尺 / S . 我们希望在尺 /S 
上自然地定义乘法，使得尺 / S 为环.所谓“自然”定义乘法，即是希 
望 a • b=ab. 这里遇到两个问题:首先，这个乘法是否可以定义， 
即是否不依赖陪集代表元的选取？其次，尺 / S 对于加法 a +5 = 
$和乘法 a .5 = ^ 是否形成环？下面引理表明，为了做到这 
些，需要对子环加上进一步的条件 • _ 

引理 设 S 是环尺的子环.为了使加法商群 尺 / s 对于乘法 S 
• 『7=3是环，其充要条件是 S 满足以下 要求： 

(1 ) 对于每个和 (2 GS ， mGS 并且 arGS . 

证明如果尺 / S 对于加法和乘法 a . 5=3是环， 
则当 rG 尺， aes 时，5=石，从而0 = 0 • r^a • ? = 于是 ar ^ 
S . 同样可证 mGS . 

反之，若引理中条件 (1) 成立. 我们先证乘法的可定义性.即要 
证:若 a =~ a r , b = W , ^\ ab=a b r . 这是因为：当 a =7，5=矿时 ， a 
— a^S, 6 — VeS ， 由条件 （1) 可知 ah-ah f = {a—a)b^-a{b — 
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v ) es ， 因此进而再证尺 / s 由此形成环，即要验证乘法 
结合律和加法与乘法的分配律，这些都是很容易的.例如二(5+士） 
= a (^+c) —ai.b^rc) — a b~\~a c ~ab~\~ac — a b ac ~a (bc) ^ 

等.证毕. 

定义 满足引理中条件 （1) 的子环 s 叫做环尺 的理想 .换句 
话说，环尺的子集 S 叫做尺的理想，是指满足如下两 条件： 

(1) 如果(2， 6 GS ， 则 

(2) 如果 尺， aGS ， 则 ar ， ra^S. 

设 A 是环尺的理想，根据上述引理，集合 K / A 对于自然定义 
的加法和乘法形成环，叫做尺对于理想 A 的 商环. 

例 1每个非零环尺均有两个平凡的理想，即零理想 (0) 和环 
R 自身.只有平凡理想的环叫做单环.'不难 证明： 含么环尺的理想 
I 若含有尺中单位，则 I=R. 由此可知体和域均是单环 • 

例 2我们 已 经知道，整数环 Z 的子环均有形式 //zZ (m^O) 
不难验证它们都是环 Z 的理想，从而这也是 Z 的全部理想. 

例 3设 { AU 6 J } 为环尺的一些理想，则它们的交 flA , 也 

j 6 1 

是 R 的理想. 

定义 设 X 是环尺的一个子集合，环尺中包含 X 的最小理 
想称作 由集合 X 生成的理想 ，并且表示成( X ). 

根据上面的例3,可知( X )即为包含 X 的所有理想 之交. 另一 
方面，由于( X )作为环尺的理想显然包含下面的一些 集合： 

ZX = { rriiXi rtti ^ Z , .r ; G X , n ^ 11 ; 

' ，- =i 

RX I X ] r > xf ' r , € 尺， x , e X， n > 1}; 

t = l 

XR = I ri ^ Xi ^ X , n ^ 11 ； 

1 i=i 

RXR = [f] riXiV i I r ,‘ ， Vi ^ Xi ^ X , l \ 
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如果我们定义 Xi + X 2 + — {xi + X2 + … + X „ I G X , ( 1 ^ 

/<心}，易验证2叉+尺叉十；《+尺；《已形成环尺的理想.所以， 
它也就是由 X 生成的理想( X )，即 

( X ) - ZX+RX + XR+RXR 

如果尺是交换环，则 RX = XR ^ RXR . 从而 （ X )= ZX + 尺兄如果 
尺是含幺交换环，则从而（；0=尺兄 

定义 由一个元素尺生成的理想 (X) 叫做环尺的主理想. 
如果尺是整环（即没有零因子的含么交换环），并且尺的每个理想 
都是主理想 Cr )=^ R ， 则尺叫做主理想整环，简记作 P / D ( Princi - 
pal Ideal Domain ). 

上面例 2 表明整数环 Z 为 PJD . 

现在我们证明环论中的同构定理.它们和群论中的同构定理 
是很相似的.设 i ? 和 S 为环/ : R — S 是环的同态.集合 
Im / = f ( R ) = { fir ) \ r R } 

叫做同态/的象，而集合 

Kerf=r l (0) = {r^ R \ /(r) = 0} 

叫做同态 / 的核. 

定理1 (第一同构定理）如果/:尺 — S 是环的同态，则 
Ker / 为环 R 的理想，并且映射 

/： R / Kerf ^ S, r = /(r) (r G R ) 

是环的单同态（嵌人），其中 r 表示商环 R / Ker / 中的元素 r + 
Ker /. 特别地，我们有环的同构 
7 : R / Kerf-lmf 

证明首先，我们在群论中已知 Ker / 是 R 的加法子群.其 
次，若 士尺， aGKer /， 则 f ( ra ) = /( r ) - /( a ) = fir ) • 0 = 0,同 
样地 f ( ar )=0. 因此 ra , ar Ker /. 这就表明 Ker / 是环尺的理 

想. 

我们在群论中已经证明了映射 7 的可定义性，并且是加法群 
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同态.再由于 /O • 7) = firr 7 ) ^ f{rr f ) = fir)fir)= 
f(r)J(7) (对于 h 6 尺），即知 7 是环的同态.最后，我们在群 
论中已经证明了 7是单射.并且 7‘: R / Ker /^： Im / 是一一对应，从 

而是环的同构.证毕. 

定理2设 J 和 J 是环 i ? 的理想，则 

(1) (第二冋构定理） 

//( / n /) = u + j)/j (环的同构） 

(2) (第三同构定理)如果 JCJ ， 则 

(环的同构） 

证明 （1) 首先，容易验证 I + J 是尺的子环， J 是 I + J 的理 
想.作映射 

/: ^ ^ a = a+J 

我们在群论中已证明这是加法群的满同态.事实上这是环的满同 
态，因为 f(ab) = a/? + J = (a + J)(6 + J) = JXa)f(b) (对于 < 2 , 
K /)， 由于 Ker /=_ mj ， 从而 JfU 是尺的理想，并且由定理 1 即 
知环 VJ H J 同构于（了+乃/ 人 
(2) 的证明类似. 

定理3设 J 是环尺的理想，以 iV 表示商环尺 / J 的所有理想 
构成的集合， M 表示环尺中包含 J 的所有理想构成的集合.则 

映射 ' 

/= M — N , J ^]/1 

是从 iVf 到 N 之上的——对应. 

证明我们仍旧利用群论中的结果.以 N f 表示 R / I 的所有加 
法子群构成的集合，以表示只中包含 J 的所有加法子群构成的 

集合，在群论中已经证明了 

/: M 7 — iV'，J ^ J/I 

是一一对应，从而我们只需再 证明： J 是尺的理想 ㈡ 是尺 A 
的理想. 
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若 J 是 i ? 的理想，并且 J 3 J ， 由定理2的 （2) 即知 J / J 是尺// 
的理想.反之，尺 A 的每个理想都 是尺" 的加法子群，由群论知必 
然有形式 J "， 其中 J 是尺的加法子群，并且 J 2 J ， 由于 J " 是 
R /1 的理想，从而有商环 CR /_0/( J / D ， 作映射 

( R / D / U / I ), r M/( r ) = r + (J/7) 

其中^表示 r 在尺 / J 中的自然同态象，易证 / 是环的同态，并且 
Ker/=J .从而 J 是尺的理想.这就证明了定理 3. 

例1设 aeK (实数域），作映射 

^ <p ： K[x] ^ R, f(x) —f(a) 

不难验证 p 是环的满同态.另一方面，从中学代数就知道:实数^ 
是多项式 /( x ) GI ?[ x ] 的根 ㈡ /( x ) 可被 ( x — a ) 整除. 因此 
. Ker ^- {/( x ) ^ K [- r ] I /( a ) = 0} 

= {fix) ^ l ?[ x ] I (x — a) I fix) } 

=(x — a ) (表示由 x ~ a 生成的主理想 )• 

于是由定理 1 可知我们有环的同构 K 兰 K [ x]/(x — a )( 对每个实 
数“) • 

例2 设切和 n 是两个正整数， PjmZ ， nZ 是整数环 Z 的两 
个理想.并且（习题） 

mZ fl = [ m ， n ] Z ， mZ - \-nZ ~ (m 9 n)Z. 

于是由定理 2 可知 

mZ/\_m ,n~\2={m , n)Z /nZ (环同构） 

注意两边均是有限环.由于当时， aZ /6 Z 的元素个数为 
从而上面的环同构顺便给出熟知的等式 

例3设 w 和 n 是两个正整数， n ■则 mZ ^ nZ . 并且由定 

理2可知有环同构 

(Z /nZ )/(mZ/nZ) ^ Z/mZ. 
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习 


题 


1 . 证 明：交 换环尺中全部幂零元素组成的集合 iV 是环尺的 
理想.并且商环 R / N 中只有零元素是幂零元素. 

2 . 设 J 是交换环尺中的理想.求证集合 

{ r^R | 存在 使得 ， e 

也是环尺的理想. 

3. 设尺为环.集合 CCR ) = { c^R \ 对于每个 re 尺， n : = 
cr } 叫做环尺的中心. 

(1) 求证 CCR ) 是尺的子环，但不一定是尺的 理想. 

(2) 如果 F 为域，求证全矩阵环紙(厂）的中心为 { al n | a G 
F }， 其中 h 表示 n 阶单位方阵. 

4. (1) 设尺为含么交换环.求证环紙 CR ) 中每个理想均有形 
式 M „( J ) ，其中 J 是尺的某个理想. 

(3) 若 F 为域，则 M „( F ) 是单环. 

(4) 设 J 是含么交换环尺中的理想.求证有环 同构： 

M n ( R )/ M n U )^ M n ( R / I )^ 

5. 设 h 和均是环 K 的理想.求证 

CD hh 也是环尺的理想，并且 / ihd ! ru 2 . 是否一定有 
h h ~ h Oh ? 

(2) h + I 2 也是环 R 的理想，并且它恰好是包含 L 和八的 
最小理想. 

(3) 设 J ^ nZ ， l 2 = mZ ( n , m > l ) 是整数环 Z 的两个理想 • 
求证： 7 i = ( n , m ) Z , I \ H h — 

6 . 设/:尺 — S 是环的同态 • J 和 J 是环 R 和 S 的理想，并且 

，按以下方式作商环之间的 映射： 
f ： R /1 S/J ? 

其中对于 a e R，E = a + J 为尺 / J 中元素，而 [/( a )] = f ( a)+J 
为 S / J 中元素. 
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( 1 ) 求证上述映射 7 是可定义的，并且是环同态. 

(2) 求证 f ： R/I~^S/J 是环的同构 ㈡ f(R) + J = S 并且 J 

= r l u). 

7. 设 /:R — S 为环的同态.如果只是体，求证/或者是零同 
态，或者是嵌入. 

8. 设（只，+， •） 是含幺环.对于 <2， b G R ， 定义 

a@b = a-\-b J t\<, aQb = ab -\- a-\- b 

求证 CR ,©，©) 也是含幺环，并且与环 CR ，+，•） 同构. 

9. (1) 若只是主理想环，则只的每个同态象也是主理想环. 
(2) 求证 Z m = Z/mZ ( m ^ l ) 是主理想环. 

10. 环 Z /3 Z 与环 Z /6 Z 的子环 2 Z /6 Z 是否同构？ 

11. 设 A ， …， L ， …均是 环只中 的理想，并且 AdG … G 八 


e ….求证集合 U l 也 是环只 的理想. 

n= 1 


12. 求证 T = { G 



a ，6， c 6 z | 是环 M 2 ( Z ) 的子环.试决 


定环了的所有理想. 


2.3 同态的应用 


本节利用环的同态研究环的进一步性质. 

(一）环的特性 

定义设只为环.如果存在正整数 m ， 使得对每个 尺均有 
mr = 0, 我们把满足此条件的最小正整数 m 叫做环只的特征.如 
果不存在这样的正整数 m ， 便称环尺的特征是零.环 K 的特征记 
为 charR . 

例 环 Z 的特征为零，对于每个正整数饥>1，环1的特征 
是⑺.不难 看出： Chari ^= l 当且 仅当只 =(0)时，所以今后我们假 
定 Chari ^ T ^ l . 
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当只为含幺环时.作映射 

/:Z ―> R ， n • I ,,. 

不难看出，/是环的同态，并且 Ker/=^Z， 其中 m-chari^. 如果 
charP=0, 则/是环的单同态.于是环只中有同构于 Z 的子环 P 
={n • 1/e I n ^ Z ). 如果 charR = m>2, 则由同构定理 1 可知存在 
环的嵌人 z m =z 从而尺中有同构于 z m 的子环 p = u 

• 1」0<77<饥一1}.上述子环 P(=z 或者 Z„,) 叫做含幺环尺的素 
子环. 

如果只是整环，则尺的特征必为零或者素数.因为若 chari ^ = 
m >2 并且有至少两个不同的素因子，则只的素子环 Z / mZ 中就 
已经有零因子，从而只不为整环.特别若只是域，则只的特征或者 
为素数户，此时尺有子域 F = 或者 chari ? = 0, 此时只有子环 
(同构于) Z ， 从而有子域 {n • \ F /m • l F \ n , m^Zj m ^ O } 同构 
于有理数域(2,上述 F 叫做域只的素子域.简言之，如果域只的特 
征为零，则只必包含有理数域(2,如果 chari ^ = f 为素数，则只必 
包含 f 元有限域 . 

特征为素数的环还有一个重要特性. 

定理1 设 只为交 换环， chari ^ = f 为素数，则对 仏 

(•1+^)’= : r p +：y 户 . 

证明本来按二项式定理应当展开成 
(x + 30 p = 

?2 = 0 

但是当1时，整数6= ^^ 1) " ? ；^1 +1) 均是户的 

倍数.由于 ChaW = f ，从而和式中只剩下;? = 0和 p 两项.于是 (: r 
+ y ) p = x p + y p . 证毕. 

系设只是特征户的交换环，户为素数，则/:只―只，「4 〆 
是环 i ? 的自同态. 

证明 f ( ab ) = 是显然的，而 /U + W = f ( a ) + 
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/(« 是由于定理 1. 证毕. 

(二）整环的商域 

设 D 是整环（即是没有零因子的含么交换环).现在我们将 D 
嵌到一个域中.办法与将整数环 z 嵌到有理数域2中（通过 令;? 
等同于 w /1) 的方式是一样 的:令 D * — {0}，考虑集合 

D X D * = {( r ,5> | r ^ D , 5 G - D * } 

(请将 ( r ， s ) 中的两个分量 r 和 s 分别看成是“分子”和“分母”).在 
集合 DXD * 上定义如下的 关系： . 

( r ， d 〜（ 〆 ，/) ㈡ = (注 意: 这就是通常的 r / 5 = 〆 // ! ) 

引理 1上述关系是集合 dxit 上的等价关系. 

证明自反性和对称性显然成立，只需再证传递性.假设 （ r ， 
• s ) 〜( 〆 ，/)，（ 〆 ，/)〜( 〆 '，/).则5 〆 = /?-， sr ，= sr \ 由于 D 是交 
换环，因此 s ’ rs " = sr ’ s " = ss 〃 r ’ = ss ’ r 〃 = s ’ sr "• 因为 /尹0而 D 是整 
环，从而上式左右两边可消去/，即 V =/ V . 从而 （ r ， s ) = ( r "，/). 
因此〜是等价关系.证毕. 

我们以 r / s 表示元素 ( r ， d 所在的等价类.以 K 表示全部等价 
类组成的集合.并且按以下方式定义 K 中的加法和乘法运算： 
r/s + r /s = { rs f -\- r s ) / ss \ ( r / s ) • (///) = rr f / ss \ 

(注意由 ^ 可知 ss ^ D -). 我们首先需要说明这些运算 

的可定义性，即要证明这些运算与等价类中的代表元选取无关.换 
句话说，就是要证明：如果 ( r ，>0 〜 ( a ，6) ，（ 〆 ，/)〜，贝 ！ J r/5 

+ ///- a / b + a f / b \^ - + = f • &其证明留给读者.其次我 

们请大家验证 K 对于上述加法和乘法运算形成含么交换环.其零 

元素为 | ，幺元素为 I . 最后我们要 证明： 

定理2设 D 是整环，而 K 如上所示.则 

(1) K 是域. 

(2) 映射/: I >- K，a 为环的嵌人，由此可将 D 看成是 
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K 的子环. 

(3) K 是包含 D 的最小域.确切地 说:设 M 为任意域 ， D 
— M 是环的嵌人，则 g 必可扩充成域的嵌 人 〆 ： K — M (注 : 〆 叫 
g 的扩充是指当 a 6 D 时， g\a) = g(a )). 

证明 （1) 设 r 6 D , 56D * ，则 r ^ O . 于是 r 6 


D * ，而 s / r 6 K ， 由于 r/s • s/r = sr / sr = l / l ， 从而 K 中每个非零 
元素 r A 在 K 中均可逆.于是 K 为域. 


(2) 不难验证/是环的同态.而 Ker / = 



(0)，因此/是嵌入. 

(3) 令 g ( r / s ) = g ( r ) g ( sy l 6 M (注意 ：由于 g 是单射而 s 
尹0,从而 g ( s ) 尹0,因此在域 M 中 g (5) 可逆).我们还要说明这 
个定义与等价类 r / s 的代表元选取无关，即若 （ r ， s ) 〜 （ a ， W ， 则 
g ( r ) g (.0 _1 = g ( a ) g ( by l . 这是因为若 0， s ) 〜 （ a ， W ， 则 A = 
05 ,于是 g ( r ) g (6) = g ( a ) g (5>. 由于 均不为0,从而 g ( s ) 和 g 
⑹可逆，即知 g ( r ) gO )— 1 g ( a ) g ( b )~ l . 进而，请读者直接验证 
g 是域的同态.由于 Kerg ={ r / seK \ g ( r ) g ( sy l - 0 G M } = 
{ r/s K \ g ( r ) = 0} = { r/s ^ K \ r ^ 0 } (因为 g 是嵌人 {0} ， 
所以 〆 是域的嵌人.最后，因为 • l )= g ( l ) * g ( l ) 而 g 
(1) 关0,从而 g ( l ) = l ， 于是对每个 r ^ D , g ( r ) = g ( r / l ) = 
g ( r ) g ( ir l - g ( r ), 从而 g 是 g 的扩充.证毕. 

定义域 K 叫做整环尺的 商域. 

(三）环的直积 

设兄 和沁是两个环，我们在群论中已经定义过加法群的直 
积 i ? iX _ R 2 , 其加法定义为 ( a ，6) + ( c ， d ) = ( a + c ，6+ d ). 如果我们 
再定义 乘法： 

(a,b)(c,d) — (ac ,bd). 

可直接验证亿乂沁对于上述加法和乘法形成环，叫做环兄和历 
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的直积.类似地可以定义任意多个环兄心6 J) 的 直积： 

II 尺 i = { (^/ )i'e/ I X i G Ri} 9 

iei 

(x,) + (y t ) = (xi + yi) . = (n). 

环的直积有许多与群直积类似的性质(见习题). 

对于每个正则投射 

TCk •• Rk ? 

iei 

是环的满同态.另一方面，映射 

ik •• Rk — IT 兄， 

iG ! 

(其中:^二〜，1=0(对于/尹々））是环的嵌人，称作仏的正则嵌 
入.通过正则嵌人可把每个私看成是I[兄的子环(事实上尺是 

iei 

ER, 的理想). 

' 关于环的直积我们有一个特别值得介绍的定理——中国剩余 
定理.设/是环 i? 的理想，如果 a 和6属于只对于 J 的同一个陪 
集，即 a-be J， 我们也把这表示成 a ^ b ( modl ). 从而陪集 r+J 也 
表示成 r(mod/). 

定理3 (中国剩余定理）设只是含幺环，…， h 为环只 
的理想•并且 当纟为 _时，/,+/严尺•则有环同构只/(/1 n … n d 

t=i 

证明作映射 

n 

/ :只― XX ( R / h ) 9 r I—(KmodD ，…， r(modi„)). 

直接验证 / 是环的同态.现在证明/是满同 态:根 据定理假设， h 
-\- l 2 = I \~\~ h = R ^ 1€尺，从而 

R = RR —(/ 1+/2 )(-^1+-^ 3 ) = / i 2 + ^ 2^1 - Iih hh 
^ h+hh [ R ， 

因此尺 = h + 归纳下去即得 + … l 于是有心 G 
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(a, ),e/ ^a-k 

O-k 


i\， 使得 l=a + 6 .令 n =l—a = 6,则 /(ri)= 
(l(mod/i ) ， 0(modJ 2 ) ， … ， 0(modJ„)). 

完全同样地，对每 个《1 <々<〃）， 我们都可求出〜6只使得 
f ( r k ) — (O(mod/i) , ••• ,0(mod/^i) , l(modl^) , CKmodi^)， 
***,0(mod/ 7) >). 

现在对于 U_R/7, 中每个元素 <2 = (ai (modli) ,••• , a n ( modI n )), 

( a t G -R )- 令 r = qri + - \- a n r n G 即知 /(r) = a . 这就表明 / 

是满同态. 

最后我们求 Ker/ = 

r^Ker/ ㈡ rE0(modJ, ) ( ㈡ 吃 H … fH 
从而 Ker /= n … n 八.由此给出环同构 i ?/ i \ n … n 八 

n 

' 现在我们来解释一下，国际数学界为什么将定理 3 叫做中国 
剩余定理 （CRT，Chinese Remainder Theorem). 取 i? = Z . 我们已 
经知道， Z 是主理想整环， Z 的每个非平凡理想有形式 nZ(n>2), 
并且 nZ J rmZ—{ri' i ni) Z, nZ H = [n , m] Z. 因此 nZ^rmZ=Z 
相当于 n 和 m 互素（所以，对于任意含幺环 只和它 的理想 h 和 
/ 2 ,如果厂+/ 2 =只，我们通常也称理想 h 和 h 互素). 如果叫， 
… ， rn n 两两互素，则 m x Z [\ … ，… ，肌 … ， 
从而由定理 3 得到如下的 

系 1设叫 ，…， 是两两互素的正整数.则有环同构 
/ : Z Im x … m ” ZTX 7 Jm'lj X … X Z / 

aCmodm ! •• m m n ) ^( a(modmi ) ，… , a ( modm „)). 证毕. 

如果用同余的语言，这个系还可叙 述成： 

系2 设 叫，…，％ 是两两互素的正整数，则 
(1 ) 对于任意 w 个整数〜 ，…， <2 H 6Z， 同余方程组 
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' x = a \ ( modmi ) 

< • • • 

x = a n ( modm „) 

有整数解. 

(2) 设是上述同余方程组的一个解.则它的全部整解 
恰好是一个陪集 _ r 。 + m l 

中国古代数学名著《孙子算经》中有“物不知数”一 题曰： 

“今有物不知其数，三三数之剩二，五五数之剩三，七七数之剩 
二，问物几何”. 

变成现在的语言这就是解同余方程组 
x =2( mod 3) 
s x =3( mod 5) 

.x 三 2( mod 7) 

程大位在《算法统宗》 (1593 年）中将解此问题的方法编成如下的 
口诀： 

“三人同行七十稀， 

五树梅花廿一枝. 

七子团圆整半月， 

除百零伍便得知 . ” 

从中国剩余定理的证明我们知道，口诀中的“七十稀”，“廿一 
枝”和“整半月”（即70,21和 15) 就是证明中的 n ， r 2 和 r 3 .换句话 
说，70是满足 

x = l ( mod 3) , x = 0( mod 5) , x = 0( mod 7) 

的最小正整数， 21 和 15 有类似地意义.于是“物不知数”问题的一 
个解是2 • 70 + 3 • 21 + 2 • 15 = 233. U 诀最后一句的确切含义 
是:“ 此问题所有解就是与233相差105 = [3,5,7]的整数倍的那 
些数.”(最小正整数解为 23.) 

(四）素理想和极大理想 

定义环只的理想 P 叫做素理想， 是指： 
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( 1 ) P^R ； 

(2) 对于环 i ? 的任意两个理想 A 和如果 ABGP ， 则 AGP 
或者 BSP . 

定理4设只是含幺交换环， P 是尺的真理想（即 i ^^ R ， 或 
者等价地，1芒 P ) ，则以下三条件彼此等价. 

(1) P 是素理想； 

(2) 对于 只 ，如果 M6P ， 则或者 66 P ; 

(3) 尺 / P 为整环. 

证明 （1) X 2): 如果 abe P ， 则但是当尺是交换 
环时， （ d )(6) 巨 UW ， 从而 U )( WGP . 于是由素理想定义可知 U ) 

或者 ( WGP . 再由尺有幺元素可知 a 6 U) ，66 ( W . 所以 
P 或者 

(2) X 3): 如果 (2) 成立，则 

a 6 =0( 在 R / P 或者 6 

=^a = 0 或者 6 = 0. 

从而只 / P 中没有零因子.由于 只 / P 显然也是含么交换环，所以 
尺 / P 是整环. 

(3) X 1): 用反证法.如果八5口^，八$尸，35£/^，则存在“6 

A , aeP , beB ， b ^ P . 从而 ^^(在只 /P 中）.但是 abe 

AB ^ P ， 即^ 这就与 R / P 为整环相矛盾.所以 p 为只 

的素理想.证毕. 

注记特别若 i ? 是含么交换环，则 i ? 为整环的充分必要条件 
是零理想为素理想. 

例整数环 Z 的理想均有形式 rzZU >0 ) •由于 Z 是整环，从 
而零理想 (0) 为素理想.而当^>2时，〃 Z 为素理想 ㈡ Z / tiZ 为整 
环 ㈡ n 为素数，这就表明整数环 Z 的全部素理想是/ > Z (/> 为素数) 
以及零理想 (0). 即素理想和素数概念基本上是一致的. 

定义环 i ? 中理想 M 叫做尺的极大理想， 是指： 

( 1 ) M^R； 
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(2) 对于尺的每个理想 iV ， 如果，则必然 N=M 或 
者 N=R. 

定理 5设尺为含幺交换环， M 为只的理想.则 M 是只的极 
大理想㈡ i?/M 为域.特别地 :含么 交换环尺为域的充要条件是零 
理想 (0) 为尺的极大理想. 

证明 我们先证最后一个论断.如果只为域，由于尺的每个 
非零元素 a 都是单位，从而 = 可知域只只有两个平凡 
理想，即 (0) 是极大理想.反之，若 (0) 为极大理想，对只中每个兀 
素 0 参0,关（0)，从而 W = 于是有66只， 使得必 =1. 
即 i? 中非零元均是单位，从而只是域. 

对于任意含么交换环 i?， 根据上节定理3 可知: M 是尺的极 
大理想㈡零理想是 R / M 的极大理想㈡ K/M 为域.证毕. 

注记 若只是含么交换环，由前面两个定理 可知: M 为只的 
极大理想 >i?/M 为域 >i?/M 为整环为只的素理想.即极大 
理想都是素理想.利用集合论中的左恩 (Zom) 引理可以证明 :每个 
含幺交换环 i? (关 (0)) 必有极大理想，因此也必然有素 理想. 

例 1 仍以整数环 Z 为例.我们已知道 Z 的全部素理想是 pZ 
(户为素数）和 （0). 由于 Z 不是域，所以 （0) 不是极大理想.由于 
Up Z 为域，从而 Z 的全部极大理想为 pZ(p 为素 数). 

例2 设 i^=Z[x]. 作映射 

<p : Z [ 工 ] 一 Z ， g (: r) 卜 ^ (0 )， 

这是环的满同态，并且 Ken^^Cr)， 因此 Z [x]/(x)^Z. 从而 (X) 
是 Z(x) 的素理想但不是极大理想，因为 Z 是整环但不是域.而 
(x，2) 是 Z [:r] 的极大理想，因为不难证明 ZDr]/(x，2)^Z/2Z， 
而 Z/2Z 为域. 


习 题 

1. 设只 为环， chad ^>0 .你能否将只嵌到一个含幺环 S 中， 
并且 charS ~ chari ^? 
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2 . 有限环的特征必然为正数. 

3. 设 D 为整环， m 和;7为互素的正整数.〜661)，如果^ = 
b m ，，求证 

4. 设兄 ( iG /) 是一个非空的环族 求证： 

iei 

(1) 只为含 幺环 ㈡ 每个兄均为含幺环. 

(2) R 为交换环 ㈡ 每个尺,均为交换环. 

(3) : r = U ,) 是 i ? 中单位 ㈡ 每个％ 均为兄 中单位. 

(4) R 中理想 A 均有如下形式：其中每个 A , 是兄 

iei 

中理想. 

5. 设 S ， R (/6/) 均为环 .只 =1[反， tt , : R — Ri 为正则投 

1 

射， s — 尺 (/ e /) 均是环的同态•求证存在唯一的环同态 s 
— 只，使得对于每个纟 d ， 均有町 • 

6 . 设尺均为环.求证 

CD 只有有限多々#0}是 XI 兄的子 

iei 

环. hr , 叫做环尺 Geo 的直和. 

iei 

(2) 设 S 为环.对于每个 fG /， 弘： i ? r — S 均为环同态， r , : R 
— Hi ?, 是正则嵌人.则存在唯一的环同态 s ， 使得弘 

iei 

~<p * Ti . 

7. 设 / i ，…， h 是环只的理想.并且 
(i ) i \+ …+八=只； 

(ii ) 对于每个 £( l < z _<”）， ma i +- + /「 1 + Jm +- + 
JJ = (0)， 求证只兰立/,.. 

8 . 环 i ? 中元素 e 叫做幕等元素，是指 e 2 = e . 如果 e 又属于环 
R 的中心（即 ea = ae 对每个 a6i ^) ，则称 e 为中心幂等元素. 

设 i ? 是含么环， e 为 i ? 的中心幂等元素•求 证： 

(1) 1 一 e 也是中心幕等兀素. 
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(2) ei ? 和 （1— eXR 均是 R 的理想，并且 R 兰 ei ? X(l — (直 

积). 

9. 环 i ? 中幂等元集合{^，…， e „} B 卩做正交的，是指当 
时，.设 R ， 私，… ，艮 都是含幺环.则下列二条件 等价： 

( 1 ) — 

(2) i ? 具有正交的中心幂等元集合 { ei ，…， e „}， 使得 ei + …+ 
^ 1 r 9 并且 e,R =Ri ( l ^ z ^ n ). 

10. 设尺是含幺交换环， A ，… ， P m 为 R 的素理想而 A 为 R 
的理想.如果则必存在某个使得 A 

11. 含么交换有限环的素理想必是极大理想^ 

12. 设 P 是含幺交换环 R 的素理想， A ! ，… ，九 是 R 的理想. 

n 

如果 p = riA/jij p 必等于某个 a ,. 

/=1 

13. 设/:尺― S 是环的满同态 ，K = Ker /. 求证： 

(1) 若 P 是尺的素理想并且 P 2 K ， 则 /( P ) 也是 S 的素 
理想. 

(2) 若 Q 是 S 的素理想，则广 1 ( Q )^{ aeR \ fia ) 6 Q } 也 
是尺的素理想. 

(3) S 中素理想和 R 中包含 K 的素理想是——对应的.将 
“素理想”改成“极大理想”则此论断也成立. 

14. 设 J 是环 R 的理想，求证尺"中素理想均可写成形式 
P / J ， 其中 P 是 P 中素理想并且包含 

15. .试决定环 Z m = Z / mZ 的全部素理想和极大理想. 

2.4 交换环中的因子分解 

从代数观点看，初等数论是研究整数环 z 的学科.首先是整 
除性，然后是由此派生出来的一系列概念 ：因子 和倍数，公因子和 
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公倍数，最大公因子和最小公倍数，以及欧氏除法算式等等.整数 
通常可分解成一些更小的整数之乘积，不能再分解的最小单位就 
是素数.而作为初等数论的基石——算术基本定理是说 •.每 个>2 
的整数均可(不计次序)唯一地分解成一些素数的乘积.在本节中， 
我们试图将整数环 Z 的上述概念和性质推广到任意交换环上去. 
特别希望弄清哪些交换环中有类似于算术基本定理那样的性质， 
即环中元素在某种意义下唯一地分解成一些最基本元素的乘积. 
这种推广工作也是从整除性开始的. 

定义 设尺为 交换环^6尺， a 关0如果存在元素 xep 使 
得^1=仏则称 a 整除 w 或者称& 被 a 整除） ，并且表示成 a 1汶这 
时，^ 叫办 的因子，而 办叫 a 的倍元.如果不存在 xei ? 使得以=心 
称 a 不能整除 w 或者称&不能被 a 整除)表示成 a 

如果 a | Z ? 和 Z ?| a 同时成立(其中 a #0， Z 7#0)， 则称元素 a 和办 
相伴， 表示成 a 〜 b . 

若尺是含么交换环.如果 a = & ，并且6和 c 均不是 R 中单 
位，则称 K 和 c ) 为 a 的真 因子. 

下面定理将上述概念用主理想的语言表达出来 • 

定理 1设尺是含幺交换环， {0}， U ( i ?) 为 R 的 
单位群.则 

(1) a\b ^ (b)^(a) ； a 〜 b ^ (a) = (Z?). 

(2) u6U(R) ㈡ u 〜 1 ㈡ （ u) = R ㈡ “I r (对每个 r^R). 

(3) a = bu ， ueU ( R )4 a 〜 k 如果尺为整环，则反过来也成 
立. 

(4) 若 R 是整环 ，则： a 为6的真因子 ㈡ （幻 GU ) 但是 

证明 （1) 如果则有:使得 ax 二& 于是 = 
a 尺，从而 (WG(a). 反之若 (6)GU )， 由于尺有 1 ， 从而 b = b • 16 
即办6 ( a )= ai ?， 于是有 x€：R 使得办即(20，这 
就证明了第一个论断.由它立刻推出第二个论断. 
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(2) 请读者自证. 

(3) 若。=〜，则 b \ a . 由于 w 为单位，从而有 

U (尺)使得 ㈣ =1，于是 ㈣ =办，从而因此 a 〜汶 反之，若 a 〜办， 
则有 x ，： ye _ R ， 使得 ax = b,by = a . 于是 axy ^ by ^ a . 如果尺 是整 
环，则有消去律.由于已假定^#0,于是 Xy = l .即: T 和 y 均是单 
位. 

(4) 由 （1) 和 (3) 推出.证毕. 

注记 （1) 若尺是 含么交换环.根据上述定理即知相伴关系 
〜是集合尺- {0} 上的等价关系，从而分拆成一些等价类，同一等价 
类中诸元素彼此相伴，而不同等价类中的元素彼此不相伴.如果尺 
是整环，则两个相伴的元素彼此相差一个单位因子，从而每个等价 
类有形式 aL / O ?) = { ⑽ k 6 UO ?)}. 

⑵对于整数环 Z ， 由于 U ( Z ) = { ± 1 } ，与每个非零整数 n 相 
伴的 只有士 n . 特别若限定 n 为正整数，则不同的正整数彼此不相 
伴，所以我们可以避而不谈“相伴”这一概念•但是对于一般的含幺 
交换环 i ?， L / CR ) 可能很大，从而“相伴”这一概念是需要的. 

在含幺交换环尺中，每个元素 a ^ O 都有一些平凡因子 au(u 
euo ?)) ，其他因子都是 a 的真因子.在整数环 Z 中，不具有真因 
子的正整数 02) 叫做素数.但是将素数概念推广到任意含么交换 
环上去，则需要更仔细些. 

定义含么交换环尺中元素叫做不可约元，是指 

(1) a 夺 iKRh 

(2) a 没有真因子. 

而 P 关0叫做素元，是指 

( 1 ) p^U(R )； 

(2) a ， b 6 R •若 f |<2办，则 f |<2或者夕 

对于整数环厶从初等数论知道，上面关于不可约元和素元的 
两个概念是一致的.但是对于一般的含么交换环，这是两个不同的 
概念. 
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例 1 .则2是素元(读者自证），但不是不可约元，因为 

2 = 2 - 石从而 Z 是 5 的真因子. 

例 2 R = Z [ V ~~~^~ { a -\~ bV ~~5 I a ^ b ^ Z ). 其中 3 是不可约 
元(详见后面例 4). 但是3不是素兀，因为3 |9=(2十 (2 — 
^/^)，且在尺中3 r (2±/^5). 

然而，下面定理2表明 ：如果 i ? 是整环，则素元必是不可约 
元; 而若尺是丰理想整环，则反过来也对. 

定理 2 设 R 为整环 ， / scei? — {0} •以 S 表示 R 的全部非平 
凡主理想组成的集合，即 S ={( a ) | aGi ?， a #0， a # U ( i ?)}. 贝 lj 

(1) P 为素元 ㈡ （ P ) 为非零素理想. 

(2) c 为不可约元 ㈡ 主理想 ( c ) 为集合 S 中的极大元. 

(3) 尺中素元必是不可约元. 

(4) 若尺为主理想整环，则不可约元必是素元. 

证明 （1) 若户为素元，则户茫 C/CR)， 从而（/0#兄又如果 

(户），则(户），于是 pkW 定理1)，因此 pk 或者 p 1卜即 
或者 te ( p ). 由上节定理4可知（/0为素 理想. 反之，若 
( P ) 为素理想，由（户 )# 尺可知户茫又若户丨( 2 办，则 （ a ) (办）= 
( ab )^( p ). 于是 ( a ) G (/0 或者 ( WG ( p )， 即 pk 或者户|办，从而 p 
为素元. 

(2) 若 c 为不可约元，则 c 珐 U ( R )， 于是 （ c ) 6 S . 又若 （ r)C 
W )， c / e 尺，则 c = doc ， ocd 由于 C 不可约，可知或者 d ^： U ( R ) 
(此时 W ) 备 S ) 或者 : reL / CR ) (此时 （ r ) = W )). 这就表明 （ c ) 在集 
合 S 中是极大的.反之若 ( c ) 在集合 S 中极大，则由 （ c ) 6 S 可知 e 
泛 U ( R ). 如果 c = ab , a 9 b ^ R ， W \( c )^( a ). 由 （ c ) 的极大性即知或 
者 ( c ) = ( a ) (此时化1/(尺)）或者((2) = 尺(此时 a 6 U ( R )), 这就证 
明 f 是尺中不可约元. 

(3) 设户为素元.如果户丨以，于是 pk 或 
者户.如果户|(3,则 px^a^x^R. 从而 abx = px = a. 由于 a^O 
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而尺是整环，从而心=1，因此 & eucR ). 类似可证若 浏〜则 ae 


U ( R ). 这就表明 f 是 i ? 中不可约元. 

(4) 设户是 R 中不可约元.由 （2) 知（户）在 S 中是极大的•如 
果尺为主理想整环，则尺中理想都是主理想，从而（户）也就是尺 
中的极大理想，于是（户）也是素理想，再由 （1) 即知 f 为素元•证 

毕. 

现在我们可以着手进人本节开始所提出的论题，即试图刻画 
像整数环 Z 那样具有“唯一因子分解”性质的一类环.根据上面的 
论述和注记，不难想象出需要把“唯一因子分解”性质修改成如下 
的形式. 

定义 整环尺叫做唯一因子分解整环 （Uniquely Factorial 
Domain ， 今后简记作 UFD ) ，是指： 

(1) (分解的存在性）每个非零非单位元素均可写成 

<2 •••(：„，其中 C、 z 均为不可约兀. 

(2) (分解的唯一性）如果 …‘是 《2的 
任意两个上述分解式，其中 c t , d 3 均为 i ? 中不可约元，则 n = m ， 并 
且存在集合 { 1，2，…， ”} 的一个置换〜使得 r , 〜义⑺ （. 

注记 （1) 关于 UFD 在历史上有一段有趣的故事•高斯最早 
发现环2[^^1]={^2十^/^1|^2，此2}是 UFD . 1847年，德国另 
一大数学家库麦尔 （Kummer) 宣称他证明了费马 （ Fermat ) 猜想， 
即当必3时，没有整数解 ( x ，3 N =) 使得他在 
证明中想当然地利用了这样一件 事：对 于每个奇素数户，环2[匕] 
(其中 & = e f ) 是 UFD . 但是不久他就发现当 P ^23 时有许多 Z 
[匕]不是 UFD . 1971年，美国人蒙特哥麦里 ( Montgomery ) 和曰本 
人 Ushida 独立地证明了 Z [ L ] 是 UFD 的充要条件是户 < B ， 库 
麦尔在修改他的证明过程中，引人了“理想数”的概念，这就是现在 
称之为环的“理想”这一概念的起源.虽然库麦尔最终未能证明费 
马猜想，但是他所创造并为后人发展的理想概念，以及对于环 Z 




[ G ] 所作的深刻的研究工作，极大地推动了代数数论的 发展. 

(2) 下面两个例子表明，定义中关于分解的存在性和唯一性 
这两个条件都是不平凡的. 

例3考虑 Z 上“分指数”多项式集合 

{<2 i X ’ 1 +**-+ a n x '« Ui ，…， 6 Q ， “，…， in ^0 9 a , 6*2, 

1 }. 

易知 i ? 对于自然定义的加法和乘法是整环，并且 UCR )= U ( Z ) = 
{±1} (可参见下节内容).考查元素 x 6 i ?， 如果 x 写成尺中有限 
个元素的乘积，不难证明每个真因子均是单项式士 
0) .但是它们都不是 尺中不 可约元 (/= x " 2 • / 2 !).从而 x 在尺 
中不能表示成有限个不可约元的乘积. 

例 4考虑环 i ?= Z [/=^]. 这是含么交换环，并且是复数域 
的子环，所以尺是整环.我们先决定 U ( i ?) ，为此作映射 
N •• i ? — {0， l ，2，.“， n〆 ”}， 

N ( a -\- b \/ — 5 ) = (<2 + b \/ — 5 ) (a — b \/ — 5 ) = < 2 2 + 5 Z ? 2 ， 

( a , bez ) 

对于元素 iVU ) 是非负整数，叫做 a 的范数 • 它是复数 a 通 
常绝对值的平方.由此容易 验证： 

(1) N ( a )=0 ㈡ a = 0; N ( a ) = l ㈡ a=±l 

(2) N(a^)=N(a)N(^). 

现在设 a 6 L / CR )， 则有听尺使得#=1，于是 
N ( a ) N (^)= N ( a ^)^ N ( l ) = l . 

由于 iVU )， iV (的均是整数，从而 iV ( a ) = l ， Pa =± l •这就表明 
17(尺）={±1}. 

现在可 证尺中 每个非零非单位元素 a 均可分解成有限个不 
可约元的乘积.如果 a 本身不可约则得证，否则 a = 其中6和 c 
均不是单位，从而 iV ( W 和 iV ( c ) 均是大于1的整数，因此它们也都 
小于 iVU ). 如果6和 C 都不可约则证毕，否则又要写成范数更小 
的元素之积.这种过程(每次范数都要变小，但又要大于 1) 作有限 
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步之后， a 必可分解成有限个不可约元的乘积. 

现在我们说明分解的不唯一性.为此我们先证2,3,1±/=5 
都是尺中的不可约元.以2为例 :如果 2可约成 2 = ab ， a ， b 6 R — 
L 7 CR )， 则 NU) ， iV(«>l ， 但是 ]V(a)iVa7) = iV (2)=4, 从而必然 
N ( a )= N ( b ) = 2. 可是易知 x 2 十5/ = 2没有整数解，即尺中不存 
在范数是2的元素，这就表明2不可约.类似地，再由 x 2 +5 y =3 

没有整数解可知3，1±/=^都是不可约元.现在6在 R 中就有两 
种分解 方式： 


6 = 2.3= (1 十 y ^)( i — 

而2和1±/1均不相伴，从而破坏了分解唯一性.因而整环 
4 y ^] 不是 UFD . 

以上是两个破坏性的例子.如果从建设性的角度考虑问题，除 
了 Z 以外，目前我们还没有任何其他 UFD 的例子.由定义本身来 
判断一个整环是否为 UFD 显然不方便，我们需要研究 UFD 本身 
的性质，并希望给出刻画 UFD 的其他方法. 

定理 3若 R 为 UFD ， 则 R 具有下面两个彼此等价的性质. 

性质1 R 中不存在无限的元素序列 a ，❿，…，^， … ，使得 
每个 a , +1 都是心的真因子. 

性质 1' 对于 i ? 中每个无限序列 A ， a 2 ，…， a „， … ，如果 a l+1 | 
<2,.( f = l ，2, …）均成立，则必有正整数 iV ， 使得 a N 〜 a N + i 〜… • 

证明性质1和 1' 的等价是显然的，我们只证性质 1. 

设 A 为 r 个不可约元素 之积: ^ = 和… f r . 由于 a 2 是 〜 的真 
因子，从而〜=^ 2 ^#0，、1*备1/(尺)令心和1分别是，和 A 个不 
可约元 之积: ❼二仍 •••q t ，x = h …则 A>1 ， 并且户 1 •••Prh … 
qJr - lx 由分解唯一性可知 r =〖十 A >〖， 即 a 2 分解中不可约因子 
个数 Z 要小于 A 的不可约因子个数 r ， 这样过程显然不能无限下 
去，从而证明了性质 1. 证毕. 

定理4 若 K 为 UFD ， 则有 
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性质 2 i? 中不可约元必为素元. 

证明 设 p 为 R 中不可约元.如果 f kh 则 fi C =ab ， c6R. 将 
写成不可约元 之积： 

<2=/^ •••(?，，£： = n … r,， 贝! j 

Pr”p s qni = prvr t . 

由分解唯一性可知 f 与某个 A 和 A 相伴，即 f k 或者 f | 6.即户 
为素元.证毕. 

定义 设尺是 整环， {0}. 元素 d 叫做是 a 和6 的最 

大公因子， 是指： 

(1) €/是《和6的公因子，即 d \ a ^ d \ b \ 

(2) 若/也是 a 和6的公因子，则/|么元素 a 和6的最大公 
因子记为(<3,心). 

注记 （1) a 和6的最大公因子若存在则不是唯一的.不难证 
明，如果则与 d 相伴的元素就是^和6全部最大公因 
子.即 a 和6的最大公因子(如果存在的话)是一个相伴元等价类. 
若〜 1 ， 则称 a 和6 互素 . 

(2) 类似地可定义元素 a 和6的最小公倍元(请读者写出它 
的定义），表示成 [aA]. 还可对多个元素定义最大公因子和最小公 
倍元 (A ，…，<2„)，「〜，…，<2„]，并且 （（“1 ，<2 2 ) ，(2 3 )〜（<2!，（<2 2 ，<2 3 )) 
等等. 

引理 设 R 为整环， — {0}，则 

( 1 ) c{a ， b) 〜（ ca ， cb). 

(2) («2，办)〜 l，（a，c) 〜1，则 （<2,6c) 〜 1. 

证明 （1) 令 c /二 （<2，办）， e = (02, cZ?) ，则 cd\ca,cd\ cb, 从而 
cd \ (02,4) =e ，于是 e=cdu ， u6R. 于是 m = ex = c.(i“x，x6*R. 从 
而 a 二 c/wx, 即 du\a. 同样可证如1办，因此如| (<2，W=<i， 于是 
UXK)， 所以 e 〜 cd . 

(2) 由 （<2，W 〜1 和 （1) 可知 (<2C，Z?C) 〜 <：• 又显然有 (<2，<2C) 〜(2, 
于是 (a，Z?c) 〜 ((a,ac) ， bc) 〜 (a, (ac ， bc)) 〜 （ a ， c) 〜 1 ，证毕. 




整环中两个非零元素不一定有最大公因子（和最小公倍元）， 
例如对 i ?= Z [/=^] 中元素6和 2(1+/=^) 就没有最大公因子 

(考虑它们的两个公因子2和 1+/=^). 但是对于 UFD 则有 

定理 5设 R 为 UFD ， 则有 

性质3 尺 中任意两个非零元素 a 和6都是最大公因子. 

证明 如果 a 和6有一个是单位，显然否则 a 和办 
便可作因子 分解： 

a — upl 1 … 於 ，b = vp{ x … p f r r ， ei ， f] > 0 ， w，i 6 U(R). 

其中 A ， …,是尺中彼此不相伴的不可约元.这里我们允 
许 A 的指数^和/,可以为0,并且允许有单位因子 W 和 w 是为 
了在形式上使 a 和6的分解式中出现同样一些不可约元.令 gi = 
min ( e , 我们现在证明 d = pf l … p ? r 是 < 2 和6的一个 
最大公因子.首先，不难看出 d 是 <2和6的公因子，其次，若(/也 
是 a 和6的公因子，对于/的每个不可约因 子卜则 于 
是户 | a ， 丁‘是 pc = a = up ^ …炸，所以 f 必和某个 A 相伴. 这样一 
来，</可分解成户 i 1 …於 , ti ^0, tv ^： U ( R ). 进而，由 | a 可 
知 〆 1=(2，：*：6尺，于是加私”"於 • X =^ Up ^ '" pV . 由分解唯一性易 
知匕 < e ,( l < z < r ). 同样可证&</, ，从而 ^< min ( e ; , 

/,)= A ( l < z < r )， 这就表明山从而证毕. 

注记 类似可证 :对于 UFD 中非零元素 a 和必存在最小 
公倍元事实上 [ a ， Z ?] 〜冲 … p h r r , hi = max ( e , ，/； ) ( 1 </'< 
r ). 

前面我们给出每个 UFD 所具有的三个 性质. 下一个定理表 
明，这些性质也可用来刻画 UFD . 

定理 6设 R 为整环.则下列三个命题彼此等价 • 

(1) 尺为 UFD ; 

(2) R 满足性质1和3; 

(3) R 满足性质1和 2. 
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证明（1)=>(2)已证. 

(2) =>(3):只需由性质3推出性质2,即要 证:若 R 中任意两 
个非零元素 a 和6均存在最大公因子，则每个不可约元都为 
素元.设户为不可约元.如果（ V ，户>6，〜办6尺，易知（户， a ) 〜1， 
(户， W 〜 1. 由前面的引理得到（户， M ) 〜 1. 于是户 fM ， 即户为素 

元. 

(3) =>(1)先由性质1证明犮中每个非零元素 a $ L 7 CR ) 均可 
分解成有限个不可约元之积.如果 a 不可约则完毕.否则 a = a , b ^ 
a x 和匕均是 a 的真因子. 如果〜 和匕均不可约则完毕，否则 A 
或者^又要有真因子.根据性质1这样的过程不可能无休止地进 
行下去，因此 a 必可分解成有限个不可约元之积. 

再由性质2证明分解的唯一 性:设 a ^ p x …久二①…％，其中 
A ，％ 均为尺 中不可约元.根据性质2,它们也是 素元. 由于和 U 
，由素元定义可知 A 必然除尽某个 g ,. 不妨设 A ki ，于 
是由％不可约可知 u ^ LKR ). 因此户1〜 (? i •从而 Pi … th 
= uq 2 … q t 〜 q2 ”， q 卜 这样继续下去町知^二^，并且存在{ 1 ， 2 , …， W 
的一个置换 a 使得 A 〜似 〆 1<纟<0，这就证明了分解的唯一性. 
证毕. 

现在我们可以给出更多 UFD 的例子. 

定理7每个 PID (主理想整环)都是 UFD . 

证明根据定理6,我们只需证明每个主理想整环尺都有性 
质 1' (它等价于性质 1) 和性质3•设〜冲，…，〜， …是 尺中元素的 
无限序列，并且|&(;=1，2,3,…）.化成主理想的语言，则为 

oo 

(〜）[(〜）£-£(〜）£•••• 令 U (〜），这是 i ? 的理想（第2 

«= 1 

节习题 10). 由于 i ? 为主理想整环，从而7=0)，^26尺，由于《61， 
从而 <2必然属于某个（山 ）. 由此推出 （ a ) = ( a *) ^ (<2 ^+i ) — "*£-^ 

= ( a ). 于是 (叫 ）= (<2 ni ) = _“ ，即- • 这就证明了性质 

(l r ). 
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再证性质 3: 设 {0}. 令 I 为理想 U ) + ( W . 由于 
是主理想整环，从而1=(心现在证明 d 为 a 和6的一个最 
大公 因子. 由于 a = a + oeu )+( w = w )， 从而 ak 同样即 
d 是 a 和的公因子.如果 〆 也是 a 和的公因子，则 〆 k / lfc ， 
于是 jew ')， 从而 w ) 二 ( d + ooewl ， 于是 ，这 

就表明 d 是 a 和6的最大公因子.证毕. 

注记 （1) 我们在下节要证 明:若 F 为域，则多项式环 fix ] 
必为 PID ， 从而都是 UFD . 

(2) 我们在下节还要证 明:若 尺为 UFD ， 则多项式环 i ? [: r ] 也 
为 UFD ， 特别地 Z [ x ] 为 UFD . 但是 Z [ x ] 不为 PID ( 由2和 x 生成 
的理想不是主理想），这就给出了不是 PID 的 UFD 的例子. 

读者是否还记得我们是怎样证明整数环 Z 为 PID 的？它是 
基于欧氏除法算式 :设〃 >1，则每个整数 m 均可表示成 m = + 
r ， 其中 g 6 Z ， 而 0< r < n . 这使我们想 到:能 不能找到一类环有类 
似欧氏除法算式那样的特性，从而使这种环均是 PID ? 下面是这 
方面一个成功的尝试. 

定义 设 N 是非负整数集合.整环 i ? 叫做欧 氏整环 (简写为 
ED )， 是指我们能定义一个映射^ : i ?— N 具有以下性质（叫做欧 
氏性 质）： 

(1) 沪(工）=0 ㈡ x =0; 

(2) 对于 〜&6尺，&关0，均有9，「6尺，使得“=知+「，并且9 
(rXcp(b). 

例 1整数环 Z 取 〆 n )=| n |， 则上述欧 # 氏性质即为通常的 
欧氏除法算式.从而 Z 为 ED . 

例 2 对于每个域 F ， 令 》（0)=0, 而当 x 6 F —{0} 时， 
cpU )- h 易知^满足欧氏性质，从而每个域都是 ED . 

例 3考查整环 Z [/ =!]. 它的商域为在2[/ =1] 
中定义 易知： 

<p(x)=0 ^x=fO ； <p(a^)=<p(a)<p(0). 
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如果 a ，/? ez [/= i ]，_ o ， 则厂 1 ee [/^ r ]， 令 

a^ 1 = "+v\Z _ T ， " ， v6Q. 

我们取 使得 e = " _ M 和 tj — v—v 满足 |eI <1/2, | ?^| ^1/2 

于是 

a = /?(m + V\! — 1) +/?(e + r\J — 1 )• 

由于0*，/?和9=/?(“ + 1；7二1)均属于2[/二1]，从而 r = j 3 (e + r } 
7= 1 ) 也属于 Z [^/ — l ] . 于是 a =^+ r ， 而 

< p ( r ) = f >(/?) f>(e + 7^— 1) == ^(/?) ( e 2 + 7 /) 

这就表明限制在 Z [/^ T ] 上有欧氏性质.于是 Z [/^ T ] 为 ED . 
最后我们证明 

定理8每个 ED 必为 PID (从而为 UFD ). 

证明 设尺为 ED #: i ?— N 是具有欧氏性质的映射.令 I 为 
J ? 的理想.如果 〆 1) = (0)，由欧氏性质 (1) 可知 1=(0), 从而是主 
理想 • 如果 p ( I ) 关 (0) ，以 n 表示集合 〆I )中最小正整数，并且取 
661使得 〆 ，于是6^0.对于每个 aei ， 由欧氏性质 (2) 可 
知有 g ， rei ?， 使得并且 〆 r )< p ( 6 )= n . 由于 a ，^6 厂从 
而 r = a — 1•但是 w 是 p ( I ) 中最小正整数，而 < p ( r ) ^ < p ( I ) f <p 
( r )< n , 从而必然 p ( r )=0, 即 r =0, 于是 a = bq . 这就表明 I 是主 

理想 ( W ， 因此 i ? 为 PID . 证毕. 

% 

习 题 

1. 设尺为整环， ajei ?—{ o }， a 〜•求 证： 

( 1 ) 若 a 为不可约元，则也为不可约元. 

(2) 若 a 为素元，则6也为素元. 

2. 设 R 为 UFD ， a ， b ， c 为 R 中非零元素.求证： 

(1) ab 〜 (a,fc)[a,fc]. 

108 




(2) 若 a |&， U，W = l ， 则 a | c . 

3. 设为 PID . 求证： 

(1) ( a > n(W = ([ a ,6]). (右边表示由 [〜 幻生成的主理 
想) 并且： u ) n ( w = u ) ⑹ ㈡ u ， w = i . 

(2) 方程 心+卜=(在尺 中有解 Cr ， 30 的充要条件是 ( a ， W | 

c. 

4. 证明 Z [X] 不是 PID . 

5 . 设 a 为主理想整环 D 中的非零元素.求 证:若 a 为素元，则 
D/(a) 为域 ; 若 a 不是素元，则 D / U ) 不是整环. 

6. 证明 Z [/="幻是欧氏整环. 

7. 设 D 是 PID ， E 为整环，并且£)是£：的子环 . 

— {0}. 如果6?是 a 和在 D 中的最大公因子，征明 d 也是 a 和 
在 E 中的最大公因子. ^ 

附录 2.1 高斯整数环与二平方和问题 


我们刚刚证明了环 z [ vq ] 是欧氏整环，从而也是主理想整 
环和唯一因子分解整环.在本附录中我们要深入探讨一 下：环 

z [/ =1] 中的每个元素 a +6/= lu ，6 ez ) 如何具体分解成不可 
约元之积？作为应用,我们还要用环 z [ vq ] 中元素分解特性解 

决初等数论中一个著名问题——二平方和问题.环 g-z [/ =1] 
是高斯最早进行深入研究的/后 人称它 为高斯整数环 ，而其中每个 
元素 a + d ^ l ( a ， bez ) 叫 做高斯整数. 

我们先来决定环 G = z [^/^ T ] 的单 位群! 7( G ). 为此考查具有 
欧氏性质的范数映射 

N 5 G — N = {0 ， l ， 2^.*}，NXa + bs / — 1) — (a -\~b \/ — 1) 

( a - fc /^ T )= a 2 + fc 2 , 与上节例4中考查环 Z [/^]的情形完全 
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类似地可知: T €^( G) ㈡ +6 2 = l .由 

此即知 : L /( G ) = {±1， 士 v ^ T }. 

下一个问题自然是想决定出环 G 的所有不可约元（即素元）， 
设《=“+^^/^1是环 G 中一个不可约元，考虑集合 S= { 正整数” 

| 在环 G 中 a 卜}.由于 a| (a+^y ~ l ) { a ~ b \/ —T) 二 a 2 +6 2 >1 ，从 
而 y+ves， 即 s 是非空集合.我们以 n 表示 s 中最小的正整 
数.如果 n = n 曲 （叫 ，叱 GZ)， 由于 a 是 G 中素元，从而由 a\n = 
_ 2 可知 aim 或者 a 卜 2 ,由此不难看出〃必然是有理素数(今后 
为了与 G 中素元相区别，我们把 Z 中通常素数叫做有理素数)•这 

就表 明:环 G 中每个不可约元 a +6/^1都是某个有理素数户的 
不可约因子，所以，我们的问题归结为研究每个有理素数々在环 G 
中如何分解成不可约元乏积. 

引理1每个有理素数 f 在环 G 中均是不超过两个不可约元 
之积.并且若 p — n\m ? (丌 1 丌 2 为 G 中不可约兀)则 

N(tTi) = N(tV 2) = p. 

证明设 户 = 兀1兀2… TTn ，其中 TTt 均为 G 中不可 约元. 等式两边 
取范数即知 P 2 =P • p = N ( p )= N (7 Vi )*^ N (7 r n )- 但是 N(7r,) 均是 
大于1的有理整数.从而必然 n<2. 并且当 〃 = 2时， AKth ) = 
N(7T 2 )=P. 证毕. 

根据这个引理，每个有理素数々在环 G 中的分解只有两种情 
形:或 者户在 G 中仍不可约，或者户〒‘，其中 7T 和&是 G 中两个 
不可约元，并且 N(；r)=iV([)=h 这里[事实上是与 7T 共扼的复 
数.那么，对于每个有理素数化如何判别 P 属于上述情形的哪一 
种呢？我们需要初等数论中关于二次剩余的勒让德 (Legendre) 符 

号设 f 为有理素数， a 是有理整数，并且 f 如果 a 是模户 

的二次剩余，即存在有理整数 x 使得 x 2 Ea ( modf )， 则令(責)= 
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1. 否则便令 1. 我们在初等数论中已学过勒让德符号的 
以下 性质： 

(1) 若 M ， 则 (营 )=(|)(含).换 句话说:映射 

(^) : U(Zp)=Z f> — {0}-^{±l} ,a(mod/>)^^-~^ 

是从 Z p 的单位群 U(Z,) 到二元乘法群 {±1} 的同态. 

(2) 当 f 是奇素数时， 

/— 1\ _ f 1，如果 P = Kmod4) 

^ P ^ i— 1 ， 如果 /> e 3(mod4) 

现在我们来证明 

定理 1 设 f 是有理素数， GzZCv^]. 

(1) ，当 p^2 时，2=(1+0(1 — 2)，而 1 士 i 为 G 中不可约元 • 

(2) 当户 E3( mo d4) 时，户为 G 中不可约元. 

(3) 当 户 El(mod4：) 时，户 = 7T7r， 其中 7T 和 7T 为 G 中不可约元. 

证明 首先我们注意一个事 实:设 a€G. 有理素 

数，则像前面引理1的证明一样可知 a 必是 G 中不可约元.特别地 
iV(l±f) = 2, 从而1 士 f 是 G 中不可约元.这就证明了 （1). 

现在设户为奇素数，如果户 = 7T7r， 贝 |J iV(7r )=_/ V (7 r )= f ，令 7 T = 
1，则 a 2 +6 2 =/>( a ，6€ Z ) 易知户卞 a ， 户卞 而 a 2 = -~~b 2 

( m _). 于是 1=(爹) 2 = (*卜（子)=(宁)(含) 2 = 

，从而 ^l(mod 4). 因此当 > E 3( mod 4) 时，在 G 中不能 
是两个不可约元之积，从而 f 本身在 G 中仍不可约，这就证明了 
(2) .最后若户三 l ( mod 4)， 则 ( = 即存在整数 a 使得 a 2 

三 一l(mod/>). 于是 /> | a 2 + 1 — (a+y—1) (a— 1 )• 但是在 G 
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中 /> r ( a +/= T ),^ rca -/^). 因为磋 G . 这就表明/>不 

是 G 中的素元，即不是不可约元，所以必然这就证明了 
(3). 证毕. " 

例将 29 — 2/=1分解成 G 中不可约元之积. 

解 iV (29 — 2 v ^ T )=29 2 +2 2 =845 = 5 X 13 2 , 根据定理 1 知 
5=( l +2 y -~ l ) (1 — 2\/ — T ) , 13= (2 + 3 y ~ T ) (2 — 3 \ f — 1 ) ，从 
而29 — 2^1的不可约因子只能是1±2/=1和 2±3/= T . 通过 
试除即知 29 —27— 1 = (2+37二了) 2 (― 1 —27— 1 )( 注意 （一1 — 
Z / 37 !) 和 1 + 2^1相伴). 

最后我们应用定理1解决一个初等数论 问题: 对于哪些正整 
数〜不 定方程 n =: r 2 + y 有(有理)整数解 ( x ， 30 ? 即哪些正整数 
n 可以表示成两个整数的平方和？高斯把这个环 Z 上的问题放到 
更大的环 G ^ ZG /— 1」上来 考虑 : n = x 2 +y ^ AKx + yv "^^!). 所 
以 W 能表示成二有理整数平方和的充要条件是〃为某个高斯整 
数的范数.由此 得到： 

引理 2 以2表示可以表示成二有理整数平方和的全体正整 
数组成的集合.则 

(1) 若”，则 nrn ^： 2. 

(2) 设 p 为有理素数，若 P -2 或者/>三 l ( mod 4)， 则 peE ; 
而当户 E 3( mod 4) 时，户磋 E . 

证明 （1) 若 rz ， mG 2, 则 rz - Wa ), m = A /(/?), a ,/? eG . 于是 
nm ~ N 2，从而 nm ^： 2. 

(2) 2二 iV ( l +/^ T ) = l 2 + l 2 , 若户三 l ( mod 4)， 则 p = 7 ut ，7 r 
是 G 中不可约元，从而 NGv)=p ，于是 peE . 最后，若户三3 
( mod 4 ) ，由于对每个整数 三0或 l ( mod 4) ,因此 x 2 +y = 3 
{三 P 、 ( mod 4) 无解，于是 x 2 也无整数解，即户磋 S . 证毕. 

上面引理已经决定出哪些有理素数 f 可以表示成两个有理 



整数的平方和.现在我们对于任意正整数 n >2 完全解决这一问 
题.下面定理中我们使用了符号 al /?，其含义是 al/?， 但是〆 +1 故 

定理2 设 为有理整数.则〃 €2的充分必要条件 是:对 

于 n 的每个素因子户，如果 p =3( modA ), p r || n， 则 r 为偶数. 

证明 先证条件是充分的.设〃=妁…於是 ^ 在 Z 中的素因 
子分解式，其中 pw ， p t 是彼此不同的有理素数， 
t ). 如果户,=2或 pi = HmodA ) ，则由引理2的 (2) 可知九 G S， 从 
而再由引理2的 （1) 可知於 G 2. 如果 A^3(mod4), 由定理假设 
条件知 n 为偶数，于是妁 =(w /2 ) 2 + o 2 , 从而也有 p ? e S. 于是 
每个妒（1<纟<〖)均属于2,再由引理2的 （1) 便知 n = …於 G 
S. 

再证条件的必要性.设 rze S ，于是 n - N(a + b ^ l ) = (a + 
，“，662，设/»是；2的素因子并 且户三 3 
(mod4) .则 户是环 G 中的不可约元. 令 〆 || b,p l || a,p k || (a + 
by/—l )， p s || (a —1) ，易知 A^minO，;) 1 ^， 于是 # +s || (a+ 

b ^/— l ) ( a — b ^/— l )~ n,\(U A + 5 = 2A 是偶数.这就证明了条件的 
必要性.证毕. 


习 题 

1. 设户为奇素数，/ > El ( mod 4) ，如果 ( a ， W 是不定方程 x 2 + 
y 2 = p 的一组整数解，则它的全部整数解为 （ x ，>0 = ( 士 a ，±«， 
(+6, dza). 

2 . 将 60 和81+ 8 7^1在环 Z [/^ T ] 中分解成不可约元 
之积. 

3. 采用本附录所述方法研究下面初等数论问题 :哪些 正整数 
”可以表示成 n = x 2 + 2 y ? (其中 x ， y GZ ) 
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2.5 多项式环 


我们在本节要集中介绍多项式环的各种性质.设 i ? 是任意 
环，: r 是一个文字(: r 芒 ]?). 我们以 i ?[ x ] 表示集合 

= {/Or) =峋 + 免工 +…+ 0 ^〆 | a,. € R(0 >0} ， 

尺 Dr ] 中每个元素/(了)=«。+〜工+… + a〆 叫做 i ? 上(即系数属 
于 R 的)关于: r 的多项式 . ％叫做 / U ) 的常数项.如果〜关0,称 
a „ 为 / U ) 的首项系数，并且定义 / U ) 的次数是〃，表示成 deg /= 
n . 如果〜 = 1，/ Cr ) 叫做首1多项式.尺[: r ] 中上述多项式 /( x ) 和 
多项式 gCr )=&+ hx + …相等，指的是对应系数均相等， 
即 ^= bi (0« n ). 

在集合 i ? [: r ] 上自然地定义加法和 乘法: 对于 i ? Dr ] 中多项式 

m n 

fix) = g(x) = 令 

t-o >=0 

maxCm^n) 

fix ) + g ( x ) = X )(〜 + b k ) x k , (当 k>m 时令 = 0). 

m\ n 

f { jc ) g { x ) = X ] c ^ xk c k = 

k=0 H-j=^k 

可直接验证尺[: r ] 对于上述二运算形成环，叫做多项式环， 易知： 
PDr ] 为交换环 ㈡ J ? 为交换环 ADr ] 有幺元素 ㈡ i ? 有幺元素.类似 
地可定义多个文字的多项 式环尺 [ A ，: r 2 ，…，心]，并且 i ?[ x ] 可自 
然地看成是尺 Dr ， 3O 的子环，等等. 

定义设 E 是环， i ? 是 E 是子环 • fix ) — a 0 + ai：r + …十〜工〃 
Gi ?[ x ]. 对于每个“€£：，定义 

/( a ) = a 0 +aia + … + a „ a rt 6 E (这是 E 中运算）. 

称 f ( a ) 是 / U ) 在 a 处的取值，或叫将 x = a 代入 /( x ) 而得到的 
值.如果 / U )=0, 则称 a 是多项式 /(X) 在环£：中的一个根(或零 
点）. 
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注记 一个容易犯错误的地方是 ：如果 E 不是交换环，则对 
于 ， g (: c ) G £[： r ]， 当 / 1 (工)=/(： 2 ：)昇(:?:)时 ， h ( a ) ~ f { a ) 

g («) 往往是不对的！这是因 为：仔 细考查多项式乘法的定义可 
知，在尺 [X] 中文字: r 与尺中元素是乘法可交换的，（按定义，对于 
6尺，多项式 x 和多项式 f 相乘为 工 . c = or ) 而当代入 : r = a 之 
后， a 与 /( x ) 和的诸系数不一定可交换.从而 /( a ) g ( a ) 可能 

不等于 / 1 ( a )， 例如取 i ?= M 2 ( Z )， A=G D ， fU)=x 

+ A , g ( j ：)= j：—A 为中多项式.则 

h { x ) = f ( j ：) g ( x ) = x 2 — A 2 

/O 0\ /— 1 0\ 

但是 0 i ). 

当然，若 E 是交换环，则不存在这样的问题. 

现在进一步谈多项式环的各种性质 • 

定理 1若 i ? 为整环，则多项式环尺[工](从而尺[々，•••，〜]) 
也是整环. 

证明设 fix ) ， g ( x ) 都是 i ?[ x ] 中非零多 项式. 则 / Cr ) 

+〜 x + …+知工'尽(工）=&0+&1工+ — + 6„工”，其中 ai , bj ^ R f a m 

关0 A 关 0， m ， n >0. 于是 /( x ) g ( x)=aofco + Ui 6 o + aA)x + … 
由于 i ? 是整环，从而 ‘乂关 0,即 /( x ) g ( x ) 关0,因此 
尺[: T ] 为整环.证毕. 

我们已经定义了非零多项式/的次数 deg /. 由于技术上的原 
因，我们规定 degO = — ⑺，并且（一 °°) + ( — ㈤ 卜 一 0 °，（一 °°) + 
^―(― oo ) ，（一 oo )0( 对每个 n ^ Z ). 

定理 2 设尺为环， / Cr )， g (: r ) G 尺[: r ] •则 

(1) deg (/+ g )< max ( deg /, degg ) ； 

(2) deg / g < deg /+ degg ; 

(3) 如果/或者 g 的首项系数不是 i ? 中零因子，则 

deg/g = deg / + degg . 
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证明 留给读者自行验证.这里只想指出，在本定理前面的规 
定之下，此定理对于/或 g 为零的情形也是对的. 

定理 3若尺为整环，则 l/CR[x])=^0?). 

证明 设 /Cr)GU(_R[.r])， 则有 gU)GR [: r], 使得 fix ) 
gCr) = l 由定理2的 （3) 可知 deg/+degg = 0, 从而必然 degf = 
degg*=0, 即 f=a ， g=b ， a ， b^ ： R—{Q 、 ，于是 即 fix) ~a^ 

U(R). 反过来， i? 中的单位当然是尺[: r] 中单位,证毕. 

定理4 (欧氏除法算式)设只为含幺环， /Cr)， g U)G_R[：r]， 
并且 gU) 的首项系数是尺中单位.则存在唯一的 q ( x ) 9 r ( x)e 
尺[工].使得 /(x)=(?(x)g(x)+r(j：) ，并且 degr<degg. 

证明 先证存在性，如果 degg>deg/， 则取 q = Q ， r=f 即可 • 
以下设 deg#<deg/， 这时则 


/(I) 


i = 0 







a n ^0， HQ ， m 《 n . 并且由定理 假设. b m ^ U ( R ). 我们对 n = degf 
进行 归纳. 如果 = 则 m =0, 于是 f = a 0 GR，g = b 0 GU ( R )， 这 


时取 q = a 0 b 0 ~ l , r ^=0 即可（注意 degr = dego = — oo <0 = degg ). 
现假设对于次数<« — 1的/均存在欧氏除法算式，而 deg /=& 
由于为 n 次多项式，首项系数为因此 / — 
( a n b ~ 1 x n ^ m ) g ( x ) 的次数小于由归纳假设可知存在 〆 ( x ) ， Kx ) 
G _ R [： r ] 使得 

f —( a „ b ~ 1 x T , ^ m ) g ( x ) =q ( x ) g ( j ：) + r ( x ) , degr < degg ， 令 
q ( x ) = a TJ b ^ ] x n ~ m -\- q ， ( jc ) 即可. 

再证唯一性••设 /= gi g + n = g 2 g + r 2 ， degri < degg ， degr 2 < 
degg *. 贝 ! j ( gi —<? 2)g = r 2 — n . 由于 g (工）的首项系数是只中单位， 
根据定理2的 (3) 可知 

deg(g! — g 2 ) + degg = deg( r 2 ~ n) <max( degn ,degr 2 )<degg. 
这只有在 degiqi 一 gd ^ degO 〗一 n ) = — oo 时才能成立，于是 
— g 2 =0 二 n — n ，即 qi ^ q 2^ r l ^= r 2 . 证毕 • 
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定理 4 有许多重要的推论.首先，如果 F 为域，由定理1知 
F [: r ] 是整环.由于 F [: r ] 中每个非零多项式的首项系数均是 F 中 
单位，从而定理4中的算式对于 F [ x ] 中任意多项式/和非零多项 
式 g 均是存在的.如果我们令 

FDr ]— N ，/^2 deg / ， 则易验证 p 满足上节中所述的两条 
欧氏性质.这就证 明了： 

系 1 若 F 为域，则 F [: r] 为欧氏整环，从而也为 PID 和 
UFD. 

系 2 (余数定理） 设尺 为含幺环，/(了） eRLxi 则对于每 
个元素均有唯一的多项式 Wx ) €尺[了：]，使得 / Cr ) = g ( x ) 
(x—c)+/(c). 

证明 在定理 4 中取 g ( x)=x — c ， 则存在唯一的 r ( x ) G 

n-l 

i ? [: c ] 和 q ( x )= J ] h k x k e PDr ] ， 使得 

々= 0 

' fix ) = q ( x ) ( x ~ c ) + r ( x ) , degrOXdeg (: c — c ) = 1. 

于是 r ( x )= reR . 我们只需再证 r = /( c ). 由于没有假定尺是交 
换环,我们不能将: r = c 直接代入上式，而要用定义计算 /( c ). 由 

n—\ 

于 fix ) = q ( x)(x — c ) +r 6 0 c + 2 (―心 +& 卜 i +^«-i x n 

k=o 

+ r , 

从而 

n-l 

f ( c )=— b 0 c + 2 (~ b k c + b ^ i ) c k + b „- ic n + r 
k=o 


2 b k c kn + 2 b 卜 ' c k + r = 0 + r ^ r. 证毕. 

k=0 k—\ 

定理 5 设尺是含幺交换环. fix) eRL^,c-eR. 贝 u : c 为 
f (* r ) 的根 ㈡ （: r 一 c ) I / O ). 

证明 由定理 4 的系 2 即知. 

: 由系2知 f{x)=q{x) (: r — c ) +/( c ) •若(: r — c ) | / O ) ， 
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则有使得 

h { x){x — c ) — fix ) = q ( x )( x ~ c ) + /( c ). 

由于假设尺为交换环，可将 i = 6 •代入上式即知 /( c )=0, 即 c 为 
/ Cr ) 的根.证毕. 

定理 6 设 D 和£：均为整环，则对于每个多项式 
/(: r ) GD [: r ], 它在 E 中至多有 w 个不同的根， 

证明 设 q，e 2 , …， ，…是 /Or) 在£：中两两相异的根，由定 
理5可知 f { x)=qi ( x ) ) ,<?i (x) ^E[x] ，由于 E 是交换环， 

从而 ( c 2 ) (c 2 —ci ). 但是 Q 尹 q 而 £ 为整环，从而 
A (c 2 ) = 0, 即屮 { x )^= q 2 ( x ) ( x ~ c 2 ) ，从而 fix ) ^ q 2 ( x ) ( x ~ c 2 ) 
( x^ci ). 如此继续下去便知 gioc ) = O — o ) (1 — <：2 )•••(■!： — (^)可 
整除多项式 /O)， 从而 m = degg*<deg/=n .即 /(: c ) 在£中的相 
异根数不超过 n 个.证毕. 

注记 定理6中环£：的交换性是不可缺少的.例如在实四元 
数体 H 中，多项式 x 2 + l 有多于2个根， 因为士 f ， 士 j ， 士々 均是它 
的根.事实上，易知工 2 + 1 在 H 中有无穷多个根. 

n 

定理 7 设 D 为 UFD，F 为 D 的商域， fix ) = 6 

1 = 0 

D [: r ]. 设是 /( x ) 在 F 中的一个根，其中 c ， deD ， c # 
0， d 尹0，（<:，3) = 1，则在 D 中 C |(2。 ， d |〜. 

证明由 f ( u )=0 可知 

n rt~l 

a Q d n — a ，= 

i=\ i=0 

由 （ c ，( i ) = l 即知 cl ( 2 。 和 d \ a n . 证毕. 

例 多项式 /( x ) = 3 x 4 + 6 j : 3 — 2 lx 2 — 203 x — 4 6 Z [: r ] 的有 

理根只能是土 1，士 2 ，± 4 , 士 +，土音和 士音. 直接验证可知只有 4 

是 /(: c ) 的有理根. 

重根问题 
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定义设 D 为整环， c 6 D ，/( x )€ D [: r ]， 如果 （x — || 
/(• r ) (即 (x — c) m 丨 fix ) 但是（工 一 (: ■广 +1 f /( x )) ， m 》2, 则称(：是 
/(. r ) 的重根并且重数为; n . 若 m 二1，则称 c 为 / Or ) 的单根. 

我们在微积分中学习过复系数多项式/(工）=€ 

/ = 0 

Ctx] 的重根判别法 :复数 c 是 /U) 的重根㈡ /(c) = /(c) -0, 

其中 /U) = e CDr] 是 /U) 的微商.这个结果可以推 

/=1 

n 

广到任意整环 D 上.对于每个多项式 /Cr) = Ea〆 6 DDc]， 则 

/ = 0 

多项式仍属于 D [: T]， 叫做 /U) 的形式 微商. 不难验证， 

/= 1 

通常的微商法则在这里仍旧适用，即若/(^)，#(了） e dM,c e 
d ， 则 

{cfY = cf\ (/ 士 g)' = /’ ±/， 

ifgV ^ f g +( g !, y = 喂^ 1 〆 （对于 l). 
定理 8 设 1)和£:为整环， DG£：，/(：r)eD[x；UGEJJ 

(1) c 为 /O) 的重根㈡ /U)=/(c)=0; 

(2) 如果 D 为域，并且在 D [: r] 中（/，/)=1，则/(工)在£:中 
没有重根. 

证明 （1) 设 (x — || /( x)， 则 /Cr) = Cr —c) m g(x)，g (: r) 
G-E[x]，g<c) 尹0,于是 

f\x) = mix — c ) 1 ^ 1 g{x) + c) m g f {x). 

如果 c 为 /(:r) 的重根，则 m>2, 从而 /(c) 二/ ^)=0 .反之，若 
/0)=0,则 w>l. 如果 m=l， 则 /(:c) = g ■(: c) + (x—d/U)， 于 
是 /(c)-g(c)^0. 因此若又有 /(c)=0, 则必然 m> 2 , 即 c ■为 
/O) 的重根. 

(2) 如果 D 为域，则 D[>1 为 PID ， 所以当（/，/)=1时，有 
ZiOr) j(:r)GD[:c]， 使得 
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f ( x ) h ( x ) + f ( x ) k ( x ) = 1. 

如果 c 是 / U ) 在 E 中的重裉，则由 （1) 知 /( d =/( c )=0, 代入上 
式得到矛盾:0=1，所以 /(: r ) 在£：中没有重裉.证毕. 

高斯定理 

现在我们着手证明高斯关于多项式环的一个著名结果 ：如果 
D 是 UFD ， 则 DDr ] (从而 D [: n ，…， a ]) 也是 UFD . 我们首先引 
入一个 概念： 

n 

定义 设 D 是 UFD . 0关 /&) =乏> 〆 € Dlx ] ,我们把 

r_ = 0 

/ CiO 诸系数(在 D 中）的最大公因子 ( q ， Ci ， …， ^)叫做 / U ) 的容 
置 ( Content ， 这是高斯本人起的名称），并且表示成 c (/). 作为 D 
中一些元素的最大公因子，可知 K /) 是一个相伴元素的等价类. 
如果 K /) 〜1，则称 / Or ) 是 D [: r ] 中本原多项式 • 

对每个非零元素 

c ( df、〜d • c (/) .特 别地: /( x )= c (/) • g (: r )， 其中 g ■(: c ) 是 D [: c ] 
中本原多项式. 

高斯引理 设 D 为 UFD ，/(: r )， g (: r ) GD [: r ]， 则 c ( fg ) = 
c ( f ). c ( g ) ，特别地， D [: c ] 中两个本原多项式的乘积仍是本原多项 
式. 

证明令/二 〆 /) /! = 幻，其中，和 gl 是本原多项 
式，则 

c ( fg ) = c ( c ( f ) c ( g ) f\gO = c (/) c ( g ) c (/ 1 g ' i ). 

因此只需证明 flgl 是本原多项式•令 

n m 

f \ = 2 a 〆 ， Si ^ ^ jbjX } , 

i =0 j =0 

则 f \ g \ = ^ C k x k , c k = 乏]«力广如果/必不本原， 

^ = 0 

则存在 D 中素元/?，使得 p \ c b { Q ^ k^m + n ). 另一方面，由于 
本原， K / iWUO ))， 因此 pfKA ) .于是有 〆 0« n )， 使得 
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1) ，而 同样地有整数 使得 I bj (0 ^j 

</一1),而 Pfe . 但是 

P I c\^t — a G b 出 H - l - a ^ b ^! + a s b t + a^-iH - ha 出 6 0 

右边除了 aA 之外其余各项均可被 p 整除，因此但是 p 
为素元而 P \ a s9 p 0 ; ，这就导致矛盾.所以 f lgl 为本原多项式. 
证毕. 

引理 1设 D 为 UFD ， F 为 D 的商域， / Cr ) 和 gU ) 是 D [^] 
中的本原多项式，则/〜 g (在中） ㈡ /〜 〆 在 FO ] 中）. 

证明 A 是显然的，因为 D [: r ] 中单位也是 F [: r ] 中单位. 

^ ! 设在 F [: C ] 中/〜 g ， 则 f = gu ， u 为 F [ X ] 中 单位. 但是 
L 7( FDr ])= L 7( F )= F —{0}， 从而 u = b / c ， b ， c 6 D ， c ^ Q . 于是 c 卜 
bg . 由于/和 g 在 D [: T ] 中本原，从而 C (/) 和均是 D 中单位. 
因此 


c — c • c{f) 〜 c(c/) 〜 c(bg) 〜 b • cig) 〜 b ， 

即 b=cv,v^ ： lKD). 但是 c / = /? g ^ rug ■而 c 尹0,于是/=呢，这就 
表明在 D [: r ] 中/〜证毕. 

引理2 设 D 为 UFD，F 是 D 的商域， / U ) 为 D [: r ] 中本原 
多项式并且 deg /> l .贝! ]:/ U ) 是 D [: r ] 中不可约元 ㈡ / U ) 是 
F [: r ] 中不可 约元. 

证明 若 / u ) 在 F [: T ] 中不可约，而在 DDr ] 中 /M = 
名0从0)，其中 g { x ), h { x ) eDlx ]. 由于/在打工]中不可约，从 
而 g (: C ) 和 / i (： c ) 必有一个属 L 7( F [- r ])= F —{0}. 不妨设 g ( x)=g 
{0}，于是 g 6 D [: r ] n ( F —{0})= D —{0} •从而在 D [: c ] 中 c 
(/)=g • c ( h ( x )). 由于 / O ) 在 D [: c ] 中本原，从而 1 〜(：(/)=幺 • 
c (/ i (: c )). 于是 gU )= g 6 t /( D ). 即 / Or ) 为 D [: c ] 中不可 约元. 

设 /( i ) 是 D [: c ] 中不可约元，而在 F [: c ] 中 f ( x ) = g { x ~] 
/ iO ) ， 其中 g(x) ，/ i (. r ) GF [. r ]. 如果 g ( x ) 和 / i (: c ) 均不是 F [_ r ] 中 
单位，则 deg ^, deg / i ^ l . 于是通过将系数“通分”，从而写成 
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g = 晉 〆 (_ r ) ， h = - jh f ( x)j 

其中 {0}， 而 〆 (: r) 和 //U) 均为 DU] 中本原多项 

式.于是 fU )=~ g f h \ 由于/在 D[:r] 中本原，因此在 D 中： 

bd 〜 bd * c(f) 〜 cibdf 、〜 c{acg r h、 〜 ac• 

从而在 D [: c] 中 f 〜 g ’ h /. 但是 deg^' = deg^^l, deg/i r = deg/i^l, 
这就与 / 在 D[:r] 中不可约相矛盾.证毕. 

现在我们可以证明 

高斯定理 如果 D 为 UFD， 则 DU] (从而 DU , •••，〜])& 
是 UFD. 

证明 先证 D [: r ] 中素因子分解式的存在性.设 0#/(: r)e 
D[x] 如果 deg/=0, 即 /(x)-/eD -{0}. 由于 D 是 UFD， 从而 
/在 D 中为有限个不可约元的乘积，而 D 中不可约元也是 D[x] 
中不可约元(为什么？），从而/表示成 D[：r] 中有限个不可约元的 
乘积.以下设 deg/>l. 于是 fU ) =〆/)/!，其中 cif ) GD ， f ' 为 
D[.r] 中本原多项式，并且 deg/! =deg/>l. 由于 D 为 UFD， 从而 
〆/)或为 D 中单位，或者 c ( f )= :1 cicfc m ， m ^ l ， c i 为 D 中不可约 
元.于是 G 也是 D [: T] 中不可约元.为了分解，（: T)， 要利用 D 的 
商域 F . 由于已知 FDr 」 是 UFD (定理4的系1)，从而 / 2 (: r ) 在 
F[x] 中有分解式 

/i ( x)=pi * •••/?/ 在 FDr] 中不可约. 

每个〆 €FDr] 均可写成 

pt , ai , b t ^： D — {0} ，/? ,(:c) 为 D [: T] 中本原多 项式. 

由于在 FDr] 中 A 〜〆，从而丸为 FDr] 中不可约元，根据引理2, 
pi 也是 D [: c ] 中不可约元令 a = an 判，6 = 1^ •••[?” 

尹0,则…九，从而吻…户 〆这又回到 D [: c] 中）•由 

于 f ， P \ ，…， pn 均为 D [: c] 中本原多项式，可知 b 〜 c 、 bf ) 〜 c { ap \ 
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•••九）〜《， 于是 a /6= w € L 7( D ). 这就 得到： 

fix 、= c {： nf '= w Cm iup ') p 2 - p n ， 若 K /) 芒 L /( D ); 
fix ) = i c if ) u p ') pn n ， 若 c ( f ) eU ( D ). 

从而/(工)表示成有限个 D [: T ] 中不可约元之乘积. 

现证分解的唯一性，设 /(: c ) 是 D [: c ] 中正次数非本原多项式， 
则 /( d 在 D [ x ] 中素因子分解有如下 形式： 


f = cnp ' … p „， m > l，n > 1， 

其中 c ,， 九均是 D [ x ] 中不可约元，而 {0}， 从而 q 为 D 中 
不可约元， deg 九 >1( 如果 deg /=0, 或者/本原，则在下面证明中 
分别取 ”=0或 ； n = 0 并将证明作微小修改即可).由于丸是 D [: r ] 
中不可约元，从而必然为 DU ] 中本原多项式，于是 K /)= c lQ 〜 
c m , 如果 / U ) 在 DDr ] 中又有分解式 

f = dr - dwq s ， 

其中 A 为 D 中不可约元，％为 D [: c ] 中正次数的不可约元，从而 
为 D [: c ] 中本原多项式.则又有 c ( f)—di ... d ” 因此 q … c m 〜 di … 
尤(在 D 中).由于 D 为 UFD ， 于是 m = r ， 并且必要时改变一下诸 
山 的下标之后，在 D 中可得 o 〜因此在 D [: r ] 中也 
有 q 〜 于是在 D [ x ] 中 

p \ … pn 〜 qi … q ” 

由于两边均是 D [: r ] 中本原多项式（高斯引理），由引理1知在 
F [ x ] 中（又用到商域 F !) 也有久…久 〜仏…仏. 但是 F [: r ] 为 
UFD ， 而由引理2知办冲均是 FDr ] 中不可约元，从而 m 并且 
必要时改变一下 t 的下标，我们在 F [ x ] 中有 pi 〜，从 
而又由引理1知在 D [: r ] 中也有九〜这就证明了 
D [: T ] 中素因子分解式的唯一性.证毕. 

高斯定理的证明给出 DDr ]( D 为 UFD ) 中求元素 /(: r ) 素因 
子分解式的一般原 则:先 作分解/&)= 〆 /) • ，（: T )， 其中 K /) 
是/(工)诸系数在 D 中的最大公因子，而， U ) 为 D [: r ] 中本原多 
项式.如果 K /) 硭 17( D )， 则求出 K /) 在 D 中的素因子分解式 c 
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(/ Per "。 如果 deg/i = deg /> l ， 则将分解成一些不可约 
多项式之乘积 /i …久，则 f ~ C ] ••• Cmp ' …九就是/在 D [: c ] 
中的素因子分解式. 

于是我们又面临一个 问题： 如何将 D [: r ] 中一个木原多项式 
分解成一些不可约多项式之积？作为第一步，我们首先应当 解决: 
如何判别 D [: T ] 中的一个多项式是不可约的？对于一般的唯一因 
子分解整环 D ， 这个问题是很困难的.作为本节的结束，我们向大 
家介绍关于多项式不可约性的爱森斯坦 (Eisenstein) 判别法. 


定理 9设 D 为 UFD ， F (: r ) = 为1)[幻中本原多项 

式， deg /^1. 如果是 D 中不可约元，使得 

P \ a n , 1) , p 2 \ a Q , 

则 /(: r ) 为 D [: r ] 中不可约多项式. 

证明 如果 / O ) 在 D [: c ] 中可约，则 /= g 7 i，g (:+ … 

+b 0 €D[:c] ， degg=r>l ， /i(:c) =c s x s ~\ - hc 0 G D[.r], deg/i = 5^ 

1 •由于 p ，从而 p \ c {/). 但是 I a 。 ， 从而 I 6。或者 I 
c 0 , 不妨设川心，于是 Pfc 。 （因否则便与 〆 fa 0 ^boCo 相矛盾).由 
于/⑴在 DDr ] 中本原，由高斯引理知尽(: r ) 也在 D [: c ] 中本原.因 
此存在 h 1<« K <0?), 使得 — 但是 f 队.考查 
/ Cr ) 的系数 

o-k — boc k + b\ Cf^\ + … -\-bf^]_c\ + bkCo, 

由于从而 p \ a k , 另一方面，上式右边除了 之外其余 

诸项均可被户除尽，于是 p \ h k c 0 . 而这与 p \ c QJ p \ h k 相 矛盾.所以 
/ U ) 在 D [: c ] 中不可约.证毕. 

例 1 /(: r )=2: c 5 —6: c 3 +9: r 2 —156 Z [: c ]， 取 { = 3,由爱森斯 
坦判别法即知 / Or ) 在 Z U ] 中不可约. 

例2 /(: c ，： y ) = ： y 3 +: c 2 ： y 2 +: c 3 ：y + : cei ^[： c ，： y ]， g * i ^ 为任 
意 UFD . 由高斯定理知 i ?[ u ] 也是 UFD ， 而: r 是 D [ x ] 中不可约 
元.将 /( A30 看成（尺[: r ]) b ] 中元素，则/是本原的.取 D = 
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i? [: r]，p=:r， 由爱森斯坦判别法即知 /(u) 为尺 Dr，？] 中不可约 
元. 


例 3 2 +… +:r+l€Z [: r ]， 其中 p 为任意 

素数.则 /(W 为 Z [x] 中不可约多项式. 

解令 g (: c)=/(:r+l)， 则〆 .r)€Z Dr]， 由于/(了)在 Z [r] 
中本原易知 g( ： r) 也本原.为了证明 /(x) 不可约性，我们只需证明 
g (: r) 在 Z [了]中不可约即可(为什么？) . 由于 


g ( x ) 


= f(x + l ) = 


( x + l ) p - l _ x p + l~l 

(: C + 1) — 1 X 


= x ^ 1 (mod/?) ， 


可知 #(：r) 的诸系数中除了最高项系数为 1 之外，其余系数均为户 
的倍数.又由于 g(：r) 的常数项为 g(0)=/(l)=p， 它不被少除 
尽.利用爱森斯坦判别法即知 gU) (从而 /U))SZ [: r] 中不可约 
多项式. 


习 题 

1. 如果 D 为整环但不是域，求证 DDr] 不是主理想整环. 

2. 试决定环 Z[>] 和0[: c] 的自同构群. 

3. 如果 c。， …， g 是整环 D 中两两相异的 n + l 个元素， 

…，尤是 D 中任意 n + 1 个元素，求证 

(1) 在 D|>] 中至多存在一个次数的多项式 /U) ，使得 

/(c.,) =di(Q«n\ 

(2) 如果 D 为域，则 （1) 中所述的多项式是存在的. 

4. 2x+2 在 Z [>] 和2|>]中是否为不可约元？ 

: c 2 +l 在 K [: c] 和 Ct：r] 中是否为不可约元？ 

5. 设 D 和 E 为整环， DGE./(:r)eD [: c]，c 是/(义)在£:中 
的一个根.利用形式微商你能给出一个办法来决定根〃的重数吗？ 

6. 设 F 为域， /(：c)eF [: c]，q， …，^是 /U) 在 F 中两两相 
异的根，并且根 q 的重数为 A,. 求证 Ai+ … +A m <deg/. 

7. 设[: r] 为首1多项式4为素数，以《表示 a 




6 Z 在环的自然同态 Z — Zf = Z / 泌之下的象，而令 7( x )- Ea ^ ( ' 
求证 - 

(1) 如果对某个素数 p ，7 u ) 在 A Dr ] 中不可约，则 /(: r ) 在 
Z [: T] 中不可约. 

(2) 如果 / U ) 不是 ZDr ] 中首1多项式，试问 （1) 中结论是否 
成立？ 

8. 设 D 为 UFD ， F 为 D 的商域. /( x ) 为 D [: r ] 中首1多项 
式. 求证: /( x ) 在 FLr ] 中的每个首1多项式因子必然属于 D [ J . 

n 

9. 设尺是含幺交换环 . /(工）= ^ aiX { G 尺 [>] •则 

i = 0 

/ eLKi ^ Dr]) ㈡ a 。 ，并且 a x ,***, a „ 均是幂零兀素. 

10. 设 fix) = ^ Z Dr ]， deg /= n . 如果存在素数 p 

i = 0 

和整数 K 0<々< n )， 使得 

p \a n ,p\a k ,p\ai{ ~\),p 2 i(a 0 , 

求证 / Cr ) 在 Z [: r ] 中必存在次数的不可约因子. 

11. 将: c n — l (3< n <10) 在 Z Dr ] 中作素因子分解. 

12. 设 D 为整环， /( x ) c ^ D, g(x) = fix + c) ^ 

DU ]. 求证： 

(1) / O ) 在 D [: c ] 中本原 ㈡ g ( x ) 在 D [: r ] 中本原. 

(2) /(: c ) 在 D [_ r ] 中不可约 ㈡ g *( x ) 在 D [ x ] 中不可约. 

13. 设 F 为域，试问 FDr ] 中哪些理想是素理想和极大理想？ 

14. 设 / U ) 是 ab ] 中奇次不可约多项式，^ 和# 是 /( x ) 在2 
的某个扩域中两个不同的根，求证 a +^€!2. 

15. 设&为域， /( A ， x 2 ) 和 g ( xi ， x 2 ) 是 k ^ xi ，: c 2 ] 中两个互素 
的多项式，求证在々的任意扩域中/(々，而）^^ 

均只有有限多公共解 On ，工2). 

16. 设尺为 任意环.定义集合 

OC 

尺 [[ 工 ]] 二 { 2 a n x n | a n G R(n — 0,1 ? 2,-**) }, 

n=0 
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每个元素叫做只上关于工的形式幂级数.定义 

n=0 

+ Yjb n x n = ^(a n ~\~b n )x n , 

( Yja n x n ) ( Tib„x n 、= T>c n x fl , 

其中 c „= 2 “九（” = 0，1，2,…)•求 证： 

i+j = n 

(1) 只[[^]] 对于上述加法和乘法形成环，叫做环 J ? 上关于 X 

的形式幂级数环 . 

(2) 若 i ? 有幺元素1，则1 也是尺 [ Dr ]] 的幺元素.若 尺为交 
换环，则 J ?[[ x ]] 也是交换环. 

(3) 多项式环 J ?[[ x ]] 自然看成是 i ?[[ x ]] 的 子环. 

oo 

(4) 设 i ? 是含幺交换环， /( x ) = Ha „ x rt GJ ?[ DrUJ : 

n—0 

fix) ^ L7(i?[[x]]) ㈡ a 0 G U(R), 

(5) 若％在尺中 不口1 约，则 /( x ) 在尺 [[ x ]] 中不可约. 

17. 设 F 为域，求证 

(1) 环 F [[: T ]] 只有一个极大理想 M ， 并且 F [[ X ]] 中每个理 
想均有形式 M n h = 0， l ，2, …），其中规定 M °= F [[ x ]]. 并且当 n 

时， 

(2) F [[ x ]] 为主理想整环(从而为 UFD ). 

18. X +1 是否为环 Z [ x ] 和 Z [[ x ]] 中单位？ x 2 +3 x + 2 是 
否为 Z Dr ] 和 Z [ Dr ]] 中不可约元？ 


2. 6域的扩张 

本节开始介绍域的基本知识.主要讲域和它的扩域之间的基 
本联系.它们之间的更进一步的性质，则属于域的伽罗瓦扩张 
理论. 

定义设 K 和 F 均为域，如果 K 是 F 的子域，则 F 叫做 K 
的扩域或 K 的扩张，并且常把这样一对域记成 F / K , 
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设 F/K 是域的扩张， S 是 F 的一个子集 . 则 F 中包含 KUS 
的最小子域叫做 S 在 K 上生成的域，表示成 K(S) ， 而 F 中包含 
KUS 的最小子环则表示成 K[S]. 如果 S={ Ml ， … ，心}是有限集 
合，则 KXS ) 和 K[S] 也分别表 7K 成 K(uj ， … ， w „) 和 K[wi ，•••，“„].- 
并且称域 K( Wl ， … ，〜 ) 是 K 的有限生成扩张 . 特别当 5={ 幻时， 
域 KG) 叫做 K 的单扩张 . 也 说成 : KG) 是在 K 上添加 K 的某扩 
域 F 中的元素 w 而得到的扩域 . 显然 ㈡ wGK . 关于域 
时扩张我们有诸如 

K(ui , u 2 ) = K(wi )(w 2 ) — K(u 2 ) (wi ), 

这样一些容易理解的事实 ( 虽然严格证明还是颇费文字 的 ). 

如果 L 和 M 都是域 F 的子域，则 L(M)-M(L). 我们将它叫 
做域 L 和 M 的合成域，表示成 LM( =ML) ，它是 F 中包含 L UM 
的最小子域 . 

我们可以将上述扩域和扩环写成明显形式 • 

定理1设 F/K 为域的扩张， w ，⑷ GF ， SGRx ，： r , 为彼此不 
同的 文字 . KDrlKDn ， … ， x„] 为多项式环•则 

(l)K[w] = {/(w) |/(x)^K[x]} , 

K[w 2 ，•"，〜] = {f(u } ， … ， w) I /On ， … ， a) 6 机工 ] ， … ， a ]}， 
K[S] = {/(“”•••，“„) I f(xi ， … ， x„) 6 ^"[ 心 ， … ， x „]， 
Wi ，…， G S,w ^ 1}. 

(2) Kiu) = {f(u)/g(u) I f(x),g(x) 6 K[.xJ 9 g(u) 9 ^ 0}, 
K(wi ,••*,«„) = {/(wi I 

f,g G K[x! ，- •* ,^(wi ， … ， u n ) ^ 0}, 

K(S) = {/(“i ， … ，〜） / 尽 (“1，…， “《) 1 

/,g G K[xi ， … ， x”]，^ ，…， G S, 1 

# 0，” > 1 J 

(3) 对每个 x ； GK[S] ( 域 K(S)) ， 均存在 S 的有限子集 S ' ，使 
得 <K[S '] (或 K(S]). 

证明 （1 ) 以 K[w] 为例 . 证明等式右边为环，并且是包含 K 
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和 W 的最小环.其余证明相仿. 

(2) 以 KU ) 为例.证明等式右边为域，并且是包含^和^的 
最小域.其余证明相仿. 

(3) 若 rGi^[S ]， 由 （1) 可知有 1, Wi ? u n ^ S, 

f(joi 9-*-? x n )6 K [ xi ，…， x „] ，使得 v = f ( u ' ，…， w „) .取 ， 

…，〜}即可.对于 < K ( S ) 的情形可类似证明.证毕. 

定义 设 F / K 是域的扩张.元素 叫做 K 上的代数元素 
(或 叫在 K 上代数） ，如果《是^[2]中某个非零 多项式 的根; 反 
之，如果^不是 K [ x ] 中 任何非 零多项式的根 ，则称 W 是 K 上超越 
元素 (或称 w 在 K 上超越). 如果 F 中每个元素在 K 上均代数，则 
称 F 是 K 的代数 扩张; 反之，如果 F 中至少有一个元素在 K 上超 
越，则称 F 是 K 的超越扩张. 

例 1 K 中每个元素 w 均在 K 上代数，因为它是多项式: r~~ w 
GKDr ] 的根. 

例 2设 wGF 在 K 的某个子域 iT 上代数，则由定义易知 w 
在 K 上代数. 

例 3 为正整数)均是2上代数元素，它们分 

别是 Q [ Z ] 中多项式 x 2 + l ， x 3 — 2和 x H — 1的根.另一方面，可以 

证明 7 T 和均是 Q 上超越元素.研究哪些实数或复数是 

有理数域上的超越元素，是数论的一个分支——超越数论的主要 
研究课题. 

例4 设 K 为域，则尺[心 ，…， ^]是整环.它的商域表示成 
K ( xi ，…， x „)， 则 

K (: c] ，…，= {/(xi ， .” ， x«)/g(xi ， ... ，工 《) I 

f^g € K[xi ， … ， x „] ，畧 ^ 0}. 

称 K ( X ] ，…， X «) 为域 K 上关于文字 X ! ，…，工 n 的有理函数域 ，其 
中每个元素 // g 叫做有理函数.不难看出， K ( X ! ，…， X „) 中每个文 
字^都是 K 上的超越元素•事实上， KDn ，…，: r „] — K 中每个元 
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素都是 K 上的超越元素（习题).因此 ，…， 〜）/ K 是超越扩 

张. 

定义 设 F / K 为域的扩张，则 F 是域 K 上的向置 空间. 我们 
以 [F : K ] 表示向量空间 F 在 K 上的维数，并且今后将它叫做是 
扩张 F / K 的 次数. 当 [ F : K ] 有限时，称 F/K 为有限 (次) 扩张 .而 
当 [F : K ] 无限时，称 F/K 为无限 (次) 扩张 • 

定理 2设 F / f ：， f ：/ K 为域的扩张，则 

(1) [ F ： K]-[F : E][E •- K ]； 

(2) F / K 为有限扩张 ㈡ F / f ： 和 E / K 均是有限 扩张. 

证明 先设 F / E 和 f ： / K 均是有限扩张.令 m = [ F : E ] w = 
[£： : K ]， 则向量空间 F 有一组£>基心，…，知；向量空间£：有一 
组 K - 基％，…，％.像通常线性代数中所作的那样，易知 

是向量空间 F 的一组 K - 基. 于是 [F : K \^ mn ^ 
[F : E ][ f ： : K ]. 如果 F / E 和 E / K 均为有限扩张，则由上述等式 
即知 F / K 为有限扩张.反之，若 F / E 和 E / K 至少有一个是无限 
扩张，则类似可证 F / K 为无限扩张，并且定理中等式两边均为+ 
0°. 证毕. 

下面两个定理刻画单扩张.可以看出单超越扩张和单代数扩 
张的明显区别. 

定理 3设 F / K 为域的扩张，并且“为 K 上超越元 
素，则 

(1) 存在着域同构(: rlXKU )， 并且 a 在 K 上是恒等自 
同构. 

(2) 是无限(超越)扩张. 

证明 （1) 作映射 a : K [: r ]— KU )，/( x )—/ U ) •易知这是 
环的同态，由 w 在 K 上超越可知 a 是单射.从而 a 是环的嵌入•根 
据第3节便知^可扩充到 KDr ] 的商域 K ( x ) 上，即存在域的嵌 
人： 
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a J K(x) 


— ► 


K(u ), 


/(x) 

g (工) 


fiu) 


其中 /(：T)， g (x)GK[x]， g (x)#0( 从而〆 W )#0). 由定理 1 中对 


于 KU) 的刻画可知 a 是满射，于是 a 事实上是域 K(x) 和 KU) 的 


同构，并且对于显然 a ( a ) —a. 

(2) 只需证明 {l，w， M 2 , …V， … }是 K- 线性无关的.用反证 
法 :如果 它们在 K 上线性相关，则存在^>0和不全为零的元素 
Co ^ Cl ，•••，(：„ G K， 使得 C。+ q W+ … + c„w n =0. 这相当于说 M 是 
K[X] 中非零多项式 CQ + C1 X+ … + Cn x n 的根，与 w 在^上超越相 
矛盾.因此 KU)/K 为无限扩张.由于 w 在尺上超越元素，所以 


KU )/ K 是超越扩张.证毕. 

定理4设 F 是 K 的扩域 ， W 6 F ， 并且^在尺上代数.则 

(1) K(w)—K[w ]； 

(2) 存在唯一的不可约首1多项式 /( x )€ K [ x ], deg /> l , 
使得/(“）=0,并且 K (“) 兰 K [ x ]//( x )). 

(3) lK(u) : = 〜 其中 n = deg /. 从而 K(u)/K 为有限扩 

张.并且 { l ， w ， w 2 , …， V — 1 }是向量空间 KU ) 的一组 K - 基. 

(4) KU )/ K 为(有限)代数扩张. 

证明 （1) 和 (2) : 考虑环的同态 

a ! K[x] — K[w] g(x) g(u ), 

这是环的满同态.由于 w 在 K 上代数，从而存在0关 gU ) G 
K [ x ]， 使得 g(u)=0. 因此 gix) 6 Kera . 从而 Kera ^ CO ). 但是 
Kem 是 K [: c ] 的非零理想，而 K [ x ] 是主理想整环.因此存在0# 
/( x ) GK [ x ]， 使得 Kem =/( x ))， 并且如果假定 /( x ) 为首1多项 
式，那么多项式 / U ) 就是唯一决定的.由于 a ( l ) = l #0, 即1竽 
Kera ， 从而 (/( x )) 是 K [ x ] 的真理想，即 deg /> l . 由同构定理可 
知 K [ x ]/(/( x ))^ K [ w ]. 由于 K [ w ] 为整环（它是域 F 的子环）， 
从而 K [ x ]/(/( x )) 为整环，于是 （/( x )) 为 K [ x ] 的素理想，从而 
/( x ) 为 K [ x ] 中不可约元.这又推出 （/( x )) 是 K [ x ] 的极大理想， 
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因此 K [ x ]/(/(： r )) 是域.从而 K [ W ] 是域.由于 KU ] 是整环 K [ W ] 
的商域，从而 K [ W ] = K ( W ). 

(3) K ( w )=_ K [ w ] 中每个元素均有形式 g ( w )， g ( x ) ^ K [ x ] 
利用 K [ x ] 中除法 算式： 

g ( a -) = q ( x ) f ( x ) + r ( x ) , q ( x ) , r ( x ) G K [ x ], degr < deg /. 

则 - + b rl - l j ： n '~ l , ” = deg /， 匕 GK •将: c = “代入 

上式并由于 /(W)=0, 可知 g(W)=6o+6 1 W + … 1 ，这就表 
明 KU ) 中每个元素均可表示成1， … w 2 ，…，的 K - 线性组合. 
我们再证1，……， 1 是 K - 线性无关的.如果存在如，•••，〜_】€ 
K 使得 a 。+ a ] “+… + a „—] u n ~ l + AX + … 

x ”— \则并且六（“）=0,即 / i ( x ) eKer ( c r ) = (/( x )), 
从而 /( x ) 但是 deg /=”> deg / i , 于是 / i ( x )=0, 即 = 

- = 〜—：=()，从而 l ， w ，…， V — 1 为 K - 线性无关的.于是它们为 
KU ) 的一组 K - 基，并且 [ KU ) : K \^ n . - 

(4) 如果 t ； GKU ) 是 K 上超越元素，由定理3知 K ( x ；)/ K 是 
无限扩张.由于 KU )3 Kb )2 K ， 所以 K ( u )/ K 也是无限扩张, 
这与 (3) 中结论相矛盾.从而 KU ) 中每个元素都是 K 上代数的， 
即 KU )/ K 为代数扩张.证毕. 

定义 定理4中不可约首1多项式 /( x ) 是由 K 上代数的元 
素 w 所唯一决定的.将 /( x ) 叫做是 w 在 K ： 上的极 小多项式. 它可 
以刻 画为： 

(1) /( x ) 为 K [ x ] 中首1多项式，并且/ ㈤ =0. 

(2) 如果 并且 g ( w )=0, 则 fix ) \ g ( x ). 

定义 设 w 为 K 上代数元素， /( x ) 是“在 K 上的极小多项 
式， deg / 二 n (> l ). 则 w 也叫做 K 上的” 次代数 元素. 

例 /( x ) = x 3 —3 x — 1是 Q [ x ] 中不可约多项式.设 w 是 
/ U ) 的一个实根（实系数奇次多项式必有实根).由于/( I )为 

上不可约的首1多项式，并且 f ( u )=0, 从而 / U ) 也就是“ 
在2上的极小多项式（为什么？) . 于是 w 为0上3次数代数•而 
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{1，“，“ 2 } 是 2 U ) 在 2 上的一 组基. 比如说，为了将 W 4 +2 u 3 +3 e 
s ( w ) 表示成 i ， M ， v 的 e ■线性组合，我们用除法 算式： 

X 4 + 2 x 3 + 3 = (x + 2)( x 3 — 3 x — 1) + (3 x 2 + 7 x + 5) ， 
从而 w 4 + 2 w 3 + 3 = 3 u 2 + 7 w + 5. 又如， ( 3 u 2 + 7 w + 5)— 1 也是域 
Q ( w ) 中元素，从而'也应当有 

(3w 2 +7 m + 5)- 1 = a 0 +<3iw +a 2 u 2 (a { G 2 ). 

于是 

1= (a 2 u 2 +aiw + a y ) (3w 2 + 7 m + 5) = 3a 2 w 4 
+ (3ai -|- 1a，2 )w 3 (3ao ~h 7a] + 5ci2 ) w 2 
+ (7a 0 + 5a 2 )w + 5a 0 

=(3a 0 + 7ai + 14a 2 )w 2 + (7a 0 + 14a] + 24a 2 )w 
+ (5a 0 + 3ai + 7a2 ) ， 

从而 


"5a 0 + 3a] + 7a 2 — 1 
< 7a 。 + 14ai + 24^2 — 0 
3a 0 + 7ai + 14a 2 = 0. 

由此解出 （ a 。， 山 ，化 ）= (28/111，一26/111,7/111) .从而 


( 3 u 2 + 7 u + 5)- 2 


28 

111 


^6 ，丄 2 

ni w - r ni w . 


定理 5 (1) 域的有限扩域必是有限生成代数扩张. 

(2) 设 KU ” …， u n )/ K 是有限生成扩张，其中 u t ( l < i < n ) 
在 K 的某个扩域中，并且均是 K 上代数元素，则 K( Wl ，…，… ）/K 
是有限扩张(从而是代数扩张). 

(3) 若 w 是域 F 上的代数元素， F / K 为代数扩张，则《在^ 
上也是代数元素. 

(4) 设 F / E 和 E / K 为域的扩张.贝 ij 为代数扩张 ㈡ F / f ： 

和 E / K 均是代数扩张. 

证明 （1) 设 F / K 为有限扩张，令 [ F : K ] = &对于 F 中每 
个元素 a ， 则 l ， a ， a 2 ，•••，/在 K 上必然线性相关.即存在不全为 


133 


零的 c 。 ，(: ! ，…，(:使得 于是 /( x ) = c 0 

+ cix +"'+ c „ x n 为 K [ x ] 中非零多项式，并且 /( a ) =0. 这表明 F 
中每个元素 a 均在 K 上代数，从而 F / K 为代数扩张. 

另一方面，如果则有元素 Ml € F - K . 于是 [ K ( Wl ) : 
K ]>2. 如果 K (“则又有 KU )， 于是 [ KU ，“ 2 ) 

: K ] = [ K ( Wl ，“ 2 ) : K ( Wl )][ K ( Wl ) ^ K ]>2 - 2-2 2 . 一般地，如 
果“ fi 7 — K(wi , ••• , Ui - \ ) ( , jU!j [ K ( wi , ••• , w m ) ! K ]^ 
2 m ，但是 [ KCw ，…， w „) : K]<[F : ，从而必然存在某个 

m ， 使得 K ( Wl ，…， ‘） = F ，即 F / K 是有限生成扩张. 

(2) 考虑域的扩张塔 

K^K(ui)^K(ui ， “ 2)G …，•••，‘）• 

由于⑷在 K 上代数，根据定理4可知 K ( u ,)/ K 是有限扩张•由 
于 w 2 在 K 上代数，从而也在 KU !) 上代数，于是 K ( wi , w 2 )/K 
( A ) 也是有限扩张.继续下去，一直到 K ( Wl ，…，…） / K ( Wl ，…， 

也是有限扩张.再由定理2即知 K ( Wl ，… ，…） / K 为有限扩 
张. 

(3) 令 f { x )= x nJ rc \ x n ~ l H - \~ c n -ix + c n 是“在 F 上的极 

小多项式，•则“在域 K ( Cl ，…， c „) 上代数，从而 
K ( ri ，…， ， w )/ KXri ，…， c „) 是有限扩张.另一方面，由于 F/K 为 
代数扩张，从而 F 中元素 Cl ，…，^均在 K 上代数，由 （2) 即知 K 
( Cl ，…， c „)/ K 为有限扩张 • 于是 K ( Cl ,-, c 7 l 9 u )/ K 为有限扩张， 
由 （1) 即知这是代数扩张.于是“在 K 上代数•， 

(4) 若 F / E 和 E / K 均是代数扩张，则 F 中每个元素“均在 
£：上代数.根据 (3) 可知 u 在 K 中也是代数的，这就表明 F / K 是 
代数扩张.反之，若 F / K 是代数扩张，则易知 E / K 和 F / E 均是代 
’数扩张.证毕. 

我们在群和环的研究过程中曾经充分使用了群同态和环同 
态.现在设/ : K - F 是域的同态，则 Ker / 为 K 的理想 • 但是 K 
只有平凡理想 (0) 和 K . 从而 Kerf - K 或者 Ker /=(0). 即/为零 
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同态 (/( K ) = (0)). 或者 /. 为域的嵌人，从而/ •• K —/( K ) 为域 
的同构. 

设 E / K 和 F / L 为域的扩张 w : K - L 是域的同构，试问何时 
a 可以扩充成£到 F 的同构？换句话说，是否存在域同构 a ' •• £： 
二 F ， 使得现在我们对于单扩张的情形回答这个问题. 

定理6 设汀: K 二 L 是域的同构， w 和 X ；分别属于 K 和 L 的 
某个扩域.如果 

( 丨 ） W 和 X ；分别是 K 和 L 上的超越元素;或者 
(ii ) W 在 K 上代数，并且 W 在 K 上的极小多项式为 /( ： r) = 
2>/6尺|>]，而1；是多项式1^(^)?6[[工]的根.则 a 可扩充 

成域的同构 K ( wX ^ X ( x ;) ，并且它将 w 映成 K 


证明 对于情形 （ I ) ，先将^扩充成环的同构 a : K[xJXL 

[: r]，Sr,〆—Sa(r„):r n ，再扩充成它们商域的同构 cr : K ( j : T^L 
(x) ， h / g -^ a ( h )/ dig ) ，其中 h , K [_ x ^\, g ^ O , 另一方面，定理 3 

给出了域同构 9 : K ( joT ^ K ( u )•• L( xIXL ( t ；) ? < p ( x ) = Uf ( p ( x ) 
.于是扣9>— 〗 ：KU)—Lb ) 是域的同构，%并且对 
于每个 a ^： K , ijx 3 cp ~ 1 (a) = 07(“） = cr(a) ，即命呼 1 是 cr : 的扩 

充. 

对于情形 （ii) ，易知 W=Ea(r„)x n 是 r 在 L 上的极小多项 
式.于是定理4给出了 同构： 

9 : K[x]/(/I^ ： K[w]= : K(u) , g ^g(u) , 

另一方面，易知 0 : K[x]/(/)—LM/Ca/) ^ G) 为域的同 
构.于是我们有域的同构碑 9 _1 : K { uT ^ L { v ), ijjdcp ^ { u )^4 jOG ) 
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= (/； ( X )= V ， 并且 </ jd<p 1 是 CT : KIXL 的扩充.证毕. 

系设 E 和 F 均是 K 的扩域并且“和幻均是 
K 上代数元素，则下列二条件 等价： 

(1) w 和在 K 上有相同的极小多 项式； 


(2) 存在域的同构尺(“：0：尺(1；)，使得#“）=1；，并且 9 在 

K 上的限制是 K 的恒等自同构. 

证明 （1)4(2): 在定理5中取 K = L ， a 为 K 的恒等自同构 
即可. 

(2)0(1): 设 u 在 K 上的极小多项式为 fix ) = T l h i x i ^ 
K [ x ]， 则 /(: r ) 为 K [: r ] 中不可约首1多项式.并且 0 = /( W ) = S 
k { U 1 作用 f 之后，得到 0 = fr / Xw ) = ^ jdCki ) = ^ ukii ) 1 — f ( x ^) 9 
从而^为 / U ) 的根.由于 /(: r ) 为 K [ x ] 中不可约首 1 多项式，从 
而它也是 v 在 K 上的极小多项式.证毕. 

我们在前面已多次谈到 “ K 的某扩域 F 中元素 w 为/(^)6 
K [: r ] 的根”，自然 要问： 对于域 K 和 K [: r ] 中次数>1的多项式 
/(： r ) ，是否存在 K 的扩域 F ， 使得 f ( x ) 在 F 中有根？答案是肯定 
的. 

定理7 设 K 为域， /(; r ) e K [ x ], dcgf - n ^ i ，则存在 K 的 
单扩张 F 二 KU )， 使得 

( 1 ) 是 / u ) 的根； 

(2) [ K ( W ) : ，并且 [ KU ) : Kj-n ㈡ /( x ) 在 K [ x ] 中 

不可约； 

(3) 如果 /(. r ) 在 K [： r ] 中不可约，则域 F = K ( w ) 不计同构是 
唯一'决定的. 

证明 （1) 设 / iU ) 为 /(: r ) 的一个不可约因子，则（力（: r )) 
为 K [: r ] 的极大理想.从而为域.另一方面，考 
虑域嵌人 K [ x ] 与正则同态 ; r : 的合成 

K " [: r ]/(/ i ) = F . 由于 ; tct (1) = 1#0,从而 h 不是零同态， 
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于是 m 为域的嵌入.通过 7 RT 可把 K 看成是 L 的子域，令 ; r ( x)= w 
GF ， 则 F = K [ W ]， 并且从而 /(“）=0，即 W 
为 / U ) 的根.于是“是尺上代数元素，因此 KU ) = K [ x ] = 
F . 


(2) 由定理4知 [ K ( w ) : K ] = deg / 1 < deg /= n •并且 [ K ( w ) 

: ” ㈡ ,=/ ㈡ / O ) 在 fC [： c ] 中不可约. 

(3) 如果 Kb ) 是 K 的另一个单扩张，并且 x ； 是不可约(首 1) 
多项式 /( x ) 的根，则/( I )是 w 和^;在 K 上的极小多项式.由定理 

6的系可知存在同构 a : 并且^在 K 上为 

恒等自同构.证毕. 

我们把域 K ( w ) 叫做是将多项式 / Cr ) GK [: c ] 的一个根 w 添 
加到域 K 中而得到的扩域.可以想象，如果不断地作这样的添加， 
即将在于 K 上代数的所有元素均添加到 K 中而得到扩域 K ， 那 
么由定理5可知域 K 具有如下的性质：（1) K / K 为代数扩张 .（2) 
设 a 在 K 的某个扩域内，并且《在冗上代数，则 ueK . 

定义 设 K 为域.如果《是尺的某扩域中元素，并且《在尺 
上代数，则必然 W G K ，就称 K 是 代数封闭域. 

设 F / K 为域的扩张.如果 F 是代数封闭域，并且 F / K 为代 
数扩张，则称 F 是 K 的代数闭包. 

例如: 我们在第三章中要证明复数域 C 是代数封闭域.由于 C 
中有在2上超越的元素，即 C / Q 不是代数扩张，从而 C 不是 G 的 
代数闭包.事实上， C 中在 G 上代数的全体复数形成 C 的子域，它 
是 G 的代数闭包. 


习 题 

1. 设 F / K 为域的扩张， uGF 是 K 上奇次代数元素.求证 
K(w)=KU 2 ). 

2. 给出域扩张 F / K 的例子，使得 F ^ K ( u . v ), u 和 x ;. 均是 K 
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上超越元素，但是 F # K ( x l 9 x 2 ) ( K ( X !， x 2 ) 表示 K 上关于两个 
文字^，工 2 的有理函数域). 

3. 设 p 为素数，求 扩张以 )/ Q 和 Q (# /8 )々 的次数. 

4. 求元素 a 在域 K 上的极小多项式，其中 

(1) ^/3 ^K—Q ； 

(2) a=72+y3,K-Q(y2)； 

(3) a = V 2+^3 f K = Q (/6). 

5. 设《属于 K 的某个扩域，并且 wSK 上代数.如果 / U ) 为 
«在尺上的极小多项式，则 / U ) 必为 K [. r ] 中不可约多项式.反 
之，若 / U ) 是 K [: r ] 中首1不可约多项式，并且/(«)=0，则/(工） 
为 w 在 K 上的极小多项式. 

6. 设《是域 K 某扩域中的元素，并且/一。是《在 K 上的 
极小多项式.对于〃， 求， 在域 K 上的极小多项式. 

7. 设 F / K 为域的代数扩张， D 为整环并且 KGDGF ， 求证 
D 为域. 

8. 如果 w 是 K 上关于文字: ci ，•••，：*：„的有理函数（即 K 
(: n ，…， x 。））， 但是求证《在尺上超越. 

9. 设 K 为域， w € KU )， i ^ K ， 求证 x 在域 KU ) 上代数. 

10. 设《是多项式： r 3 — 6: c 2 +9: c +3 的一个实根_ 

(1) 求证[2(«) : Q ] = 3； 

(2) 将 ^ 4 ，（《 + 1)- 1 ，（《 2 —化 + 8)- 1 表示成1，“，1/ 的 Q ■线性 
组合. 

11. 设 《=: r 3 / U + l )， 试问 [ QU ) : QU )] 二？ 

12. (1) 设 F / K 是域的扩张，求证在 K 上代 
数}为^的一个包含 K 的子域(称作 K 在 F 中的代数闭包 >. 

(2) 设 F / K 为域的扩张， F 是代数封闭域.贝 U ( l ) 中的域 M 
是 K 的一个代数闭包. 

13. 写出二元域 Z 2 =Z /2 Z 上一个2次不可约多项式 fix ). 
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将 /(X) 的一个根添 加到厶 中，写 出域厶 U ) 的全部元素以及它们 
的加法表和乘法表. 

14. 设 M / K 为域的扩张， M 中元素分别是 K 上的 m 次 
和”次代数元素. F ^ K ( u ) , E = K ( v ). 

(1) 求证 [ FE : K ]< mn ； 

(2) 如果 ( m ，”）= l ， 则: K ] = mn . 

15. 关于域 K 的以下四个命题是等 价的： 

(1) K 为代数封 闭域； 

(2) K [ x ] 中每个次数>1的多项式在 K [: c ] 中均可表示成一 
些一次多项式之乘积； 

(3) K [: r ] 中每个次数>1的多项式在 K 中均 有根； 

(4) /( x ) 为 K [ x ] 中不可约元 ㈡ deg /= l _ 

16•设 /( x ) 是 K [ x ] 中多项式， deg /=”> l _ 求证存在 K 的 
某个扩域 E ， 使得 [ E : K ]<〃！ ，并且 / U ) 在 E ( x ) 中分解成”个 
一次多项式之积. 

17. 设 F 为域， cGF ，/? 为素数. 求证: c 在 F [ x ] 中不可约 
㈡ sc p — (:在 F 中无根. 

18. 设 F 是特征 p 域4为素数 . cGF . 

(1) 求证 X — C 在尸[: T ] 中不可约 ㈡ X — C 在 F 中 
无根. 

(2) 如果 charF =0, 试问 （1) 中结论是否仍旧成立？ 

19. 设 F 是特征不为2的域，求证 F 的每个二次扩张均有形 
式 K ( v ^)， aGK . 如果 charF =2, 则结论是否成立？ 

20. SK = QU ) 为 Q 的单扩张，其中 a 在 G 上代数_求证 
| Aut ( K)|<[K : Q ]. 

附录 2.2 对称多项式 

设尺为环， G = Autah ， …， x „]) 表示多项式环 RL ^ i ，…， 
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的自同构群.对于任意环 P， 决定群 G 是件不容易的事情.但是 
G 中有些元素是不难发现的.以 S„ 表示〃次对称群，即{1，2,…， 
n } 的全部置换形成的群.对于每个 S„ ，定义 

(Pa ： 尺[了 1，…， 了》]一尺[了1 ，…， A ]， 

/(-Tl ，…， A) 卜 /(A ⑴ ，…， A ㈤）. 


易知奸是环尺 [^1 ，…， 工„]的自同构.令 

S = { 怜丨 。 e S „} ， 

则2是 G 的 t ? !阶子群(例^ 二 ( p < r ' 、 . 

一般地，对于 G 的任意子群 H ，令 

RL ^ C ] ，…，工 1 ，…， A ) e _ R [* ri ，…， x „] 1。/=/，对每 


个 KH }， 

则这是尺[工1，…，的子环，叫做 RL ^\ ，…，工《]的 固定 子环. 
古典不变量理论的最基本课题是 ：给了 G 的子群 H ，如何决定环 
尺[:^，…，: rJ H 的结构？现在我们对于来解决这个问题， 
即我们来决定环尺[々，…，； 

定义 R^JOi ，…， •rJi； 中元素 fixi , …，: c „) 叫做环 _ R 上关于 
xi ,***,- r „ 的 对称多项式. 换句 话说: 多项式 fix ' ，…，: c 7i ) ， 

…，: r„ ] 叫做对称多项式，是指对每个 J G S„ ，/ ( A ，…，: c„ ) = / 


环尺中每个元素显然属于尺 [A ，…，除此之外，若尺是 
含幺环，则还有以下一些对称多项式 •• 


< y \ 


ti 


+ 


0 C n ? (72 


2 




XjXj ， （73 






l < i < j < k^n 


XiXjXk 


a n ~J0iX2 %% *x,\. 

我们将 Cl ，…， A 叫做基本对称多项式. 说它是基本的，是因 
为有下述结论. 

定理 设尺为整环 .- R [. ri , ***? X„] E f ...，％]. 换句话 

说，整环尺上关于心，…， A 的每个对称多项式均是基本对称多 
项式的多项式. 
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证明 显然 尺 [ 工1，…， 〜]. 反之 ，若 /(Xi ，…， 
• r „ )是对称多项式， g 卩属于 _ R [:^ ，…， x „] s .令 deg /= m ，将/展开 
成/ = /。+，+… + A ，其中 A 为/的&次齐次部分，即 A 是/ 
中全部6次单项式之和.对于义中每个单项式… : c > ( a^R 

~ {0} , ii ，…， H -=々）和每个 S „ ja ( ax \^ …4 ) = 

应当是/中的一项，从而必然是/&的一项.由此可知 
^必将久的诸项作了一个置换，这就表明，即 A 也是 
对称多项式 (0<6< m ). 从而我们只要证明 每个义 均属于尺[^， 
…， A ] 即可.为此，我们在所有6次单项式之间引进“字典序”.即 
对两个不同的单项式 a = ax ^ … x ; p 和/? — bx {^ …工》 (其中 a，bGR 

— {0} ，…，/„ ， j ! ，…，_^>0，匕 +…+ “ H - h 人=々），定义 

a > j 3 ㈡ 存在 s ，0< s <”一 1，使得 z \ = ji , ••- , i s = j s , 但是 z ' 5+1 > 

) 5 + 1 • 

例如:： d ： T 2： C 3> J ： id > J ： id *3：3. 不难看出这种序具有以下性质:设 
M , 和抓均是 s 次单项式，均是 r 次单项式，则 

(1) Mi >M 2 N>M 2 N ； 

( 2 ) 

考虑齐次对称多项式4 ，山 >0. 由'于^的最大单项 
式显然为 • rMfx ,， 从而由 （1) 和 （2) g 卩知4中的最大单项 
式为 

x d ^ d 2 ^\ d n 冷+ …风 .. 

• xi n . 

现在设 ajcf … A 是中最大单项式，^三尺一 {0} ，由于 A 为对 
称多项式，可知 — 由上述 可知/ ^与 a 妁、岭、… 

ai n -^ _An (^p ^- R [ tTi » …， a ] 有相同的最大单项式.从而新的多项式 
- x ^ rP 中的最大单项式就要小一些.重复这个过 
程，可知经有限步之后，久就可表示成 A ，•••，〜的多项式，并且系 
数属于尺，即 …而] .证毕. 

注记 （1) 这个证明事实上对于任意环尺均有效.换句话说， 
对于任意环尺，定理结论仍然正确.不过当 P 为整环时，每个对称 
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多项式/(工1，•••，：*:„) G - R [- ri , …， A ] 表示成 ai , , a n 的多项式 
时，其表达方式是唯一■的（习题 3). 

(2) 由定理证明还知道，将6次齐次 式/& 表示成 A ，…，〜的 
多项式时，此多项式中每一项…均可取成是 A ，…， 的 
k 次齐次多项式，即 G +2心+…+ 队 

(3) 定理的证明是构造性的，即定理本身给出了将对称多项 
式 /( Xi ，…， X „) 表达成 ( Ti ，•••，％的多项式的一种具体方法.但是 
当 deg / 很大时 ，一 般说来，在定理指导下采用待定系数法更方便 
些. 

例 考虑(齐次)对称多项式 4+ x !+ d + d . 根据定理它为 
m ， (7 2 , &， m 的多项式(系数属于 Z ). 由上面注记 (2) 即知 

Xi+X2+X3+-T4 = acrt+^(71(72 +^1(?3+^2+^4 ***( * )» 

其中 a ， b ， c ， d ， e € Zj . 取 (xi ,***, x 4 ) — (1?0,0,0)(从而 <7 i =1,<72 = 
(73 =(74=0) 代人 （* ) 式即知 a = 再取(工1 ，- r 2 , x 3 ? x 4 ) = (1, — 1, 
0,0)，（1，1，0,0)，（1，1，一 1，一1)，（1，一1，一1，0)，可依次算出 d 
~2,6=—4,^=— 4, c =4. 于是 

x \ + X2 + X3 + X4 = a \ — 4 af ( T 2 + 4 auT 3 + 2a | — 4^ 4 . 

习 题 

l .^>5 时，将 E xhhk 表示成基本对称多项式的多 
项式. 

2•令 △ = JJ (xi — jo j ). 

(1) 求证 d 2 为：^ ，…， X „ 的对称多项式. 

(2) 对于 n =3, 将 f 表示成 m ， ❿， m 的多项式. 

3. 设七 ，… ，〜 属于域 K 的某个扩域广称〜 ，… ，〜在 K 上 
是代数无关的，是指不存在0尹/(々 ，- *,xj ^ K [ x : ，…， x „] ，使 
得 /( ai ，…， a „) = 0. 

(1) 求证 Xi r " jX n 的基本对称多项式 ( Ti ，…，(7„在 iC 上是代 
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数无关的. 

(2) 如果尺是整环，/(幻，…， x „) 是尺[: n ， …， xj 中的对称多 
项式，求证/表示成〜，•••，&的多项式的方法是唯一的. 

(3) 求证 ，…， a )/ KU ， …，〜）为代数扩张.并且 [K 

(:^，…， x „) : KXm ，…，仏）]=”！ 

n 

4. (牛顿恒等式)设 & = 求证对每个6 = 1，2,…， 

i = \ 

S k —ai S k -^ -\-a 2 Sk ~2 - h( —1”— 1 ① -iS! +( — 1 ”“=()• 

附录 2. 3代数基本定理的一个证明 


代数基本定理是 说:每 个次数的复系数多项式必有复根. 
(从而〃次复系数多项式恰有〃个复数根(重数计算在内 ）） ，或者 
说成: c 是代数封闭域. 

代数基本定理有许多个证明，并且所有的证明都要用到数学 
分析中的某些事实，我们这里介绍的一个证明也不例外，要利用以 
下几个引理. 

引理1 每个奇次实系数多项式必有实根，大家知道，这一事 

实由连续函数的中值定理推出. 

引理2 复系数2次多项式的根均是复根. 

证明证 /(: r ) 为 C [ x ] 中2次多项式，不妨设 / U ) 是首1 

2 2 

的，即 /(■ r ) : = x 2 + a ： c +/?， a ，/?6 C . 由于 /(: c ) = (: c+f ) +/?~ ~ , 


我们不妨设/(之）=之 2 —令取 

I ，若 


之0,之1 = < 


士 


士 


L/ + b 2 + a 


i 2 +b 2 ~a\ 


2 


2 


W~\~ b 2 a 
1 2 


1 二 外若 6 < 0 . 


直接验证 z 。 和 & 为 z 2 — r 的两个复根.证毕. 
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引理 3 每个次数的实系数多项式 g ( x ) 必有复根. 

证明 设 g ( x ) e _ R [ x]，degg = < i > l ， 令 c / = 2 n g，2 fg ， n ^ O , 
我们对〃用数学归纳法.当 〃 = 0 时， gCr ) 为奇次实系数多项式， 
由引理 1 即知 gO ) 有复根.以下设.令 A ，…， Xd 为 g (* r ) 在 
R 的某个适当扩域中的全部根.我们的目的是证明必有某个 a 三 
C. 为此取任意一个实数 c ， 令 

y, } =Xi-\~a：j -\~cXiXj ( . 

一共有音以 3 + 1 ) = 2 『\( 3 + 1 )个％，令 

GO)= IT (a ： —yij) +^1 (xi , H - \~ g m 

(: Ci ，…， a ) ， q ( d + l ). 不难看出 ， g , ( a ，…， a ) 是：^，…， 
x d 的实系数对称多项式，从而 grixi ，…， a ) ，…，〜]，其中 

< Ji ，•••，〜为： n ，…， Xd 的基本对称多项式(附录 2 ) 但是 

^(.r) = x d — a\x d ~ x -\~aioc d ~~ 2 - h (— lYod ^ 尺 L 工」， 

因而 d ，…，〜三兄于是 ^( xi ，…，工 d ) 从而 G (. r ) 

^ K [ x ], 由于 从而 2| c /=2\， 于是2 fW + Dg ， 而 degG = 
2 n ~ ] q ( d + l ). 由归纳假设便知 GU ) 有复根换句话说，我们有 
f ( c ) 和 7 ( c ) (均与 C 有关），使得 

yi(c) >j(c) ^iic) I '-^'7(1：) I CCT j( c ) CTj{ c ) Z c ^ C. 

由于指标集合 {( W )} 是有限的，而实数 ^ 可任意取，从而必然有 ^ 
夫 c ， 使得 

i ( c ) = i ( c ’) = r ， j ( c ) ^ j ( c ) = 5 . 

于是便得到 

x r + x, +cr r _r s = z c ^ C>, x r + x s + cXrX s = z/ ^ C. 
由此及 c ，/ 6 只， c # 〆 可知 X r +^： s fX r X s ec 于是 

h ( x ) = x 2 — { x r - [- x s )x -\- x r x s ^ CC - r ]. 

根据引理 2 , / iU ) 的两个根均是复根，这就证明 x r ， x s GC . 证毕. 
最后我们证明代数基本定 理:设 / U ) 二三 C [ x ], 

f = 0 


144 



n 

deg /^1. 令 7 U ) = ，其中厶表示 G 的共轭复数.令以工) 

i =0 

= fU ) fU ). 易知 g ( x )-= g ( x ) ，从而 g ( x ) eRLxl 根据引理3, 
存在 a € C ， 使得 g ( a )=0, 于是^2是/(工)或者的复根，从而 
复数 a 或者5是/( X )的根.证毕. 

附录 2.4 可以三等分角吗 

——圆规直尺作图的代数背景 

自从欧几里德的〈几何 原本〉 （公元前一世纪)奠定平面几何公 
理基础以来，关于尺规作图问题就流传着以下的“古代三大难 题”: 

1. ( 三等分角问题）能否用圆规直尺三等分任意角？ 

2. (倍方问题）给了任意一个正立方体，能否用圆规直尺作 
出一条线段，使以此线段为一边的正立方体的体积是给定正立方 
体体积的二倍？ 

3. (正多边形问题）对于任意正整数能否用圆规直尺 
作出一个圆的内接正〃边形？ 

这些问题早已（肯定或否定地)解决了，但是仍然在耗费一些 
不明原委的现代人的精力.在这个附录里，我们试图阐明尺规作图 
问题的代数含义，用我们刚刚学过的域论知识指明哪些几何图形 
可以由圆规直尺作出，而哪些则不可能.特别地，我们要证明用尺 
规三等分任意角是不可能的.然后在习题中请读者解决第二大 
“难”题.至于第三“难”题是高斯彻底解决的，需要用到域论的进一 
步知识——伽罗瓦理论. 

历史上，将几何与代数有机联系起来的首先是笛卡儿.他将平 
面上的点对应于复数.为此，需要在平面上指定一点 o 作为原点， 
过 o 的两条相互垂直的直线为实轴和虚轴.再指定一个长度作为 
单位 1. 于是平面上每点都可表示成复数 Z = X + 其中: T 和 y 分 
别是该点的实坐标和虚坐标.基于此，平面上全部点构成的集合和 
复数集合 C 是一一对应的，这是平面解析几何的起点，也是我们 
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研究问题的出发点. 

一个平面几何作图问题，前提总是给了一些平面图形，例如给 
了一些点、直线、角和圆等等.但是，一条直线由其上两个不同的点 
完全决定，一个角是由其顶点和每边上取一点共三点所决定，一个 
圆由圆心和圆周上一点所决定，所以平面几何作图问题的前提总 
可归结为给定了 ^个点即^个复数 m …，。 (当然还有 z 0 = 
1). 同样地，尺规作图过程也可看作是利用圆规和直尺不断得到一 
些新的复数.所以问题变 成为： 给了一批复数& = 1，々，…，心和 
h 能否从 A = …， A 出发利用尺规得到复数 I 如果能够，那 
么这个尺规作图问题就是可解的.否则就是不可解的. 

尺规作图究竟有多大本领？它们的本领不外乎 是：通 过两个 
不同点画一 直线； 以已知点 o 为圆心和另两个已知点的距离为半 
径 画圆; 再由如此画出的直线与直线、直线与圆、圆与圆相交得到 
新的点.然后再如此反复地作下去. 

所以我们作如下的递归定义： 

定义设 s={z 0 = l^z ] ，…， 是”于1个 复数. 我们将 

(1) Z 09 Z! ，•••，〜叫做 S - 点； 

(2) 过两个不同的-点的直线叫 S - 直线，以一个 S - 点 A 为圆 
心、以任意两个 s -点之间的距离为半径画出的圆叫 s - 圆. 

(3) 由5-直线与5-直线、5-直线与5_圆、5-圆与3-圆相交 
得到的点也叫 . S - 点. 

这是一个递归定义，即从 (1) 出发反复利用 （2) 和（3)，就得到 
全部 S - 点、 S - 直线和 S 圆.这个递归定义完全刻画了尺规作图过 

程.如果我们以§表示全部 S ■点构成的集合，那么§也就是从 S 
= U = 1， A ，…， A } 出发通过尺规作图所得到的全部复数.所以 

问题又归结为 :如何 由集合 s 刻画集合§? 

引理1设 = 以5表示 Z 的共轭复数. 

(1) 若 z 6§ ，则: r ，3 ^，#es 
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(2) §是€ 的子域 

(3) § 对于复共轭运算和 f 运算是封闭的，即若，则 Z 

es,y^es. 

证明 （1) 若 z = x + iy ^： S . 过点 z 作实轴和虚轴的垂线（这 
是可用尺规作出的），其垂足分别为点 x =( x ，0) 和必=(0“).于 

是 x 6 S . 以原点0 = (0,0)为圆心，0和的距离 I 1为半径圆圆 
与实轴交于点 （士: y ，0) = ±： y ，从而 y ^ S . 同样地， O 与 z 的距离为 
res . 最后，以 o 为圆心以1为半径画图与射线 Oz 交于点#，因 

(2) 设 z = x + yi , z ^ jo ' + yi 均属于 §. 由 （1) 知 x ， x '，： y ，： y ’ 

€§. 于是由简单的尺规作图可知 x ± x ' ，: y 士 y ，从而^士 〆 ^ 
( x 士 x ') + (： y 士 y ) i €§. 另一方面，若 z ^ rd 6 j 属于 §，由 

(1) 知 r ， 〆 ， 〆 ， 〆 €§.于是 eM+A (用尺规可作任意二角之 
和），并且 (如图 1:令 A =(0， r)，B = ( l ，0)， D =(/，0 ).；a 
D 作 AB 的平行线与虚轴交于 C ， 则 c =( o ， r〆 )）， 从而 〆 e § .最 
后若 z = r # es ， .则 r ^0, rGS . 用类似于图3的办法可知 
i / res . 从而 f 1 -- e -^ es . 这就表明 S 为域. 

r 

(3) 若 S ， 则 X ，± 3 ^ S ， 从而 z = x — yi ^ S . 最后， 

若之 = re ^§ ，则 r ，#6§ •从而 WeS (如图 4 :令 OA 和 OB 长度 
分别为1和 1+ r ， 以 OB 为直径作圆，过 A 作垂直于 OB 的直线与 
圆交于点 C ， 则 AC 长度为 D 又有(尺规可作角的平分 
线），从而证毕 • 

根据引理1，之。=1， a ，…，心6§，并且§为域，于 
是§包含域孓 
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Fi = ，".，之„，之1 ，…， O . 

对于 c 的每个子集 A ，记 Z 

\fA = {Ja I a G A} , A — {a \ a G ^}. 

F 2 = F 1 ( % /fY), F„ = F = 0 F„. 



图 3 图 4 

易知 F 为域.由引理 1 知 § 对于 A 是封闭的，从而，于是 
F £ S . 为了证明也成立，我们需要 

引理 2 (1) 

(2) F 对于^和复共轭运算是封闭的. 

证明 （1) F ^ Fr ,-^ (7F„- i )= F n - 2 ( VF Tl - 1 U\/ F „—2)= … = 
R ( v / ^ rv / ?77u … LVF 7). 但是八 …，从而 
3/F^72 … g / FT . 于是凡 

(2) 若则对某个 rO , 从而 V ^6 F „ +1 ，于是 
R 另一方面 ， h = 2(；^ ，…，&， A ，…，心） = Fi ，从而 F 2 = Fi 
^)=巧(/?：)=^ 2 .归纳即可证得对每个均有 P „= F „. 
从而 P = F . 证毕. 

注记 事实上， F 是 C 中包含1^并且对于 A 封闭的最小子 
域， F 也是 C 中包含 2( d， …，〜）并且对于^和复共轭运算封闭 
的最小子域. 

定理 1 F=S. 
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证明 只需再证即要证每个&点均属于 F . 由递归定 
义出发点 a = …，％ 这些 S - 点显然均属于 F . 现在假设两个 

不同的&点和々二心+力〗已经属于 F . 由于 F 对于 
复共轭运算封闭，从而 X 。一加 i ，. r ,— 3MieF . 于是 x 。 ，汍， A ，％ 6 
F . H z 09 Zi 的直线方程为 ax +6： y = c ， 其中 

a — 3^i — 3/ 0 » h =— (xi — x 0 )，c = x 0 (^i — ^o) 一 : yo(A — 工 。）. 

由于 F 是域可知 aF . 同样地，以％为圆心， ^1^2 之长为半 
径的圆的方程为 

(x — J0 0 ) 2 + (y — y 0 ) 2 = r 2 . 

即 

jo 2 + y 2 +dx + ey + f = 0, 

其中 2: r 。， e =~2 y 0 9 r 2 = (jo ] — x 2 ) 2 + (^i ~ y2 ) 2 ^ f = J^l + 

yl - r 2 . 如果均属于 F(j = 0，1，2)， 则也属 
于 F . r 

设 aj ：-\~ by=Cj i/x+Z/^y^c' 是两条不同的 S_ 直线，并且 a，6, 
c , a ，, b ，， c ，^ F . 如果它们相交，则由克莱姆 (Kramer) 法，则易知对 
于交点 从而 x+：y6F (注意 i =y—T6 F 2 £F). 

类似地，若 ax+^y+c = 0 为 S ■直线， x 2 +：y 2 + 心 ■ + o / + /=0 为 
&圆，并且诸系数均属于 F. 如果它们相交，将前一方程代人后一 
方程可得到: y 满足一个二次方程并且系数属于 F . 由于 F 对于 

y — 封闭，可知 y € F . 同样 x € F ， 于是交点 x +3^6 F . 最后，设 _ r 2 
+ y + dx + e : r +/ I ^0 和 I 2 +y + d ! x + ex + ^ 0 为两个不同 

的圆，诸系数均属于 F . 如果它们相交，则交点也是其中的一个圆 
和 S - 直线 W — cOx + O —/)： y +(/— 的交点，从而交点也 
属于 F . 综合上述，便知归纳定义给出的全部 S -点都属于 F . 这就 

证明了 S ^ F . 于是 S - K 证毕. 


为了使用上的方便，我们需要 F ( = §) 的另一种刻画方式. 
定义设有一个域的扩张序列 

K^KCa^^KCa, ，处） G … ， … ， a„)£C ， 
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如果 a-+i 6 K ( ai ，…， a ,) 1) (这相当于说，序列中每两 

个相邻域之间都是1次或2次扩张），则称它为序列. 

定理2设 {々，…，= Fi ，…，〜， 之1 ，…， 

I )，则 z 为 S - 点 ㈡ 存在一个/ 一-序使得之 

eK „. 

证明亡：由于 K 出 = K〆 ^)， 仏七民，而尸=§对于^' 
封闭，从而归纳可证 K ,, GF ， 即 Z 6 F ， 从而^为 S -点. 

4:设< S = F . 则有”使得 zeF n . 下面对”归纳证 明：对 F „ 
中每个元素 z 均有 A -序列 

当 n = l 时，结论显然成立.现设对 n~l 成立，而 F „ = 
^(/^^^(引理队从而存在有限多元素义"'，…，^^^^， 
使得… V ^7). 根据归纳假设，存在一备序列使 
得 

Ai € F〆 。 ! ， … ， a r ) 2 Fi (a 2 ，•••，〜）Q … 2 F“a r ) ^ Fi, 

A 2 € f \ (&，•••，6 S ) 2 Fi (6 2 ，"• ，匕 ） S … 2 f \(6 s ) 2 R ，".， 
Ai G Fi ( q ，•••， q ) ^ F \( c 2 3 … 2 Fi ( q ) 3 Fi . 

令如 =、/ S 7, …^=、/^7.则得到更长的^" - 序列： 
2：6 f ' 1 ( a 0 ，*..， a r ，6 0 ，."，6 s ，"*， c ' 0 ，...， q ) 

^Fi ( a ! ，…， a r ，6 0 ，… ，6 S ，…， c 0 ，…， q )2." 

2 F 】 （〜，心，…，^，… 〆 。，…/,)〕!^〶。，…，^，…，。，… 〆 ;） 
— t^.F 1 C ^ i ，•’ •， b s ，•••，（。，•••，^ (6 S ， … ， c 0 ，…， g )2". 

3Fi (c 0 ,ci,••• ,o)SFi (ci ， … ， … SR(c ( )^Fi. 

这就证明了定理.证毕 • 一 _ 

系设 5 = { 2:0 = 1 ，；^，•••，〜}，…，〜，之"•••，〜）， 
^为 S - 点.则^为厂上的代数元素，并且 [ RU ) : R ] 是2的方 
幂. 

证明根据定理2,我们有厂-序列， 
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使得 Z 乏 K 卜 由于 : KJ = 1 或者 2, 从而 [& : K] 为 2 的方 
幂•但是 于是 [RU) : FJ-LK, : FJ/CK, : 

f \ U )] 也是2的方幂，证毕. 

现在我们可以证明 

定理3 用圆规直尺不能等分60°角. 

证明 所谓给了 60°角，相当于给了复数 





Q ( y ^). 如果我们能作出 20° 角，当然也能得到 cos20°. 但是 
cos20° 满足方程 4r 3 —3:r— 1/2 = 0, 即 8x 3 — 6x—1 = 0. 由于 /(.r) 
= 8x 3 —6x— 1 在 QDr] 中不可约，从而 [2(cos20°) : 2] = 3 于是 
6= (^2(cos20 ° ： 23 = [P\(cos20°) : Q] 

= [Fi(cos20°) : Fi] • [Fi : Q]. 

但是 [R : ^] = [2(/^) : 2] = 2,从而 [ FJCOS 20。） ： FJ = 3 •根 
据上面的系， cos 20° 不是 S _点，从而60°角不能用尺规三等分.证 

毕. 

这就 表明: 用尺规不能将任意角三等分 • 


习 题 

1. 证明用尺规可将45°和54°角三等分， 

2. 试解决古代“难”题——倍方问题. 

3. 证明用尺规可作出圆的内接正3,4, 5 , 6 , 8 ，10边形，但是不 
能作出正7,9边形. 


2. 7有限域 

我们在上节就域和域的扩张作了介绍.对于各种域的进一步 
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研究则属于一些专门的数学分支.例如研究有理数域2的代数扩 
张的学科是代数数论.研究域的超越扩张的学科是代数函数论和 
代数几何.我们在本节讲述最简单的一 类域: 有限域(也叫伽罗瓦 
域). 

设 F 是有限域，由于 F 有限，它的特征不能是零，从而为某个 
素数.于是 F 包含 p 元域，而 F 是上有限维向量空间.设 
维数 [F : Fp ] 为 ri ， 则向量空间 F 中存在一组 iV 基^1，…，％，使 
得 F 中每个元素唯一表成 


a\vi H - h a n u n , a t G F p ， 

由此可知 F 中共有，个元素.这就证明了 : 有限域中元素个数是 
某素数的方幂.并且对于 F 中每个元素 a ，均有 Pa - O . 这就表明 
F 作为加法群是”个 p 阶循环群的直积.这也就证明了下面定理 
1中的 （1). 

定理 1设 F 为有限域.则 

(1) F 的特征是某个素数 p ， 并且它是元域心的有限扩 
张.令 n = [_ F - F ,]， 则 F 中共有，个元素，并且作为加法群 F 是 
n 个 p 阶循环群的直积. 

(2) F * = F —{0} 是 炉一1 阶乘法循环群•令 F * 是由元素 w 
生成的，则 F = F ,( W )( 单扩张). 

(3) 设仏是 F 的一个代数闭包.则 F 恰好是由多项式工/ 一 
x 在中的 〆 个根所组成的. 

(4) 对于每个〃彡1，在仏中有且只有唯一的，元域 F /， 而 

Uf ，. 

n^\ 

(5) 任意两个阶数相同的有限域必同构. 

(6) 映射 a , : F — F，a ^ a p 是域 F 的自同构，并且〜的阶数 
是 a 而 F 的自同构群 Aut ( F ) 是由％生成的”阶循环群. 

证明 （1) 已证. 

(2) P 是 〆 一 1阶阿贝耳群.令 p n — l = pp ".PP ，其中 
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…， A 为不同的素数，根据有限阿贝耳群基本定 
理，是它们的希洛夫子群的直积，即 

F* = G! X …X G” 

其中 G , •为 的於 阶希洛夫子群.从而对于每个 =1. 
由于 G , 是域 F 的子集合，而方程:=1在 F 中至多有〆〃 1 个 
解，因此 G , 中必有阶元素，从而 G , 是阶循环群 （1 <«A 
由于於_ 两两互素，可知 F * 是沖…於 = p n — l 阶循环 

群.令 W 为乘法循环群的一个生成元，则 

F = F* (J {0} = {0,1, w,w 2 ，…，“ 〆- 2 } = F p (u). 

(3) 和 (4): 由于 ( x ’一 x )' = — 1与了/ — x 是互素的，从而多 
项式 X # — X 没有重根.因此 x / — 1在代数封闭域 /2 P 中共有， 
个根，另一方面，这炉个根形成的一个圹元子域(因为： 
显然 06 F ，. 并且若即/—“ = 〆 一6=0,则 
—( a ±6) = ( a pn 士 〆 1 ) — (a 士 6) 二 （ a pn — a ) ± (〆 一6) = 0,即 a 士 
beF p 、 又若，则 〆 一 《 = 0,于是 〆 ' = a ，( a~ l ) pn = 

a- 1 ，即 u-y —a-^o, 从而 e^>). 这就表明对于每个” > 
\, n P 中存在唯一的〆元子域 FV •所以若 F 是 r 2 p 中的〆元子 
域，则由丁 a / f 和 f / f , 均是代数扩张.因此 rvh 也 
是代数扩张.对于 f2p 中每个元素 a ，则 a 在上代数.设 a 在 F p 
上的次数为…则仏(《)/仏 为” 次扩张.于是，即 
. 从而 

Op =\J F p n. 

n^l 

(5) 设巧和巧均是炉元域，则它们有公共的 P 元子域 
令和戊分别是 R 和 F 2 的代数闭包.由 （2) 知 FJF P 为单扩 
张，即 FfFpUO .令 /(1 )是⑷在上的极小多项式，则 fix) 
为 h [ x ] 中 n 次不可约首1多项式 .以的 表示 /( x) 在代数封闭 
域 a 中的一个根.则 f ,( W 2 ) 是 的” 次扩张，从而是 a 中的， 
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元子域.但是 a 中只有唯一的炉元子域 f 2 ，于是 f 2 =f p (u 2 ). 
由于 A 和 w 2 在仏上有相同的极小多项式/( X )根据 2. 6中结果 
可知 R 和 F 2 同构.这就表 明：阶 数相同的有限域必然同构. 

(6) 易知％ 为自同态 (％ (aW = W =% («)%(&)， ( T / Xa 士 6) 
— ( a 士6)。士 M % ( a ) 士％ (6)) ，并且是单同态 (tTp ( a ) —0^- 
Y = o > a = o ). 由于％ 是有限集合到它自身的单射，从而必是满 
射.这就表明％是域 iV 的自同构.注意对每个正整数 m ， 自 

同构 < 把元素 a 映成由于 F 中每个元素 a 均满足 
可知 < 是 F 的恒等自同构.又对于每个 m ， l < m < n , F # 的乘法 

群生成元 w 有关〜从而巧不是 F 的恒等自同构.这就表明％ 
的阶是于是，为了证明 AuKJO ^ U ，％， …， 4— 1 }我们只需证明 
| Aut ( F ) \^n 即可. 

设 aeAut ( F )， 由于 F = i ^ U )， 而(7在厂， 上 必为恒等自同 
构，从而 (7 由 (7 在〃上的作用（即由 ( T ( W )) 所完全决定.设“在厂。 
上的极小多项式为 

fix ) = X n +C 1 X“ + … +C„, C t G Fp. 

贝 |J 0 - /( w ) - h ^. 

作用 ( T 之后则为 0 =( T ( W) n + C 1( T ( W )" _1 + … + C „ ，从而 ( T ( W ) 也是 
/ Gr ) 在 F 中的根.但是 /( X ) 在 F 中最多 只有〃 个根，从而 (7 最多 
也只有^个.这就证明了 I Aut ( F ) I < r2 . 证毕 • 

例.设 /( x ) = x 2 +2 j :+2^ F 3 [ x ]. 易知 /( X ) 是 F 3 [x] 中不可 
约多项式 .令 〃为它的一个根，则^=恳（〃）=巧[〃]是 9 元域，并 
且 F 中 9 个元素即是 

aiu + a 2 9 a x , a 2 ^ F 3 = {0,1,2}. 

我们可以把山叱简记为(①， 奶）.于是： 

1 = (0，1)， w =( l ，0)， u 2 = w + l = (1,1), w 3 = (2,1), 
w 4 = (0,2), u 5 = (2,0)，“ 6 = (2,2) , u 7 = (1,2), u 8 = 1 . 
而卩={0=(0,0)，1，心^ 2 ，•••，“}. 由此不难给出 F 中的加法和乘 
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法. 例如: 


(ai ,a 2 ) + (bi ， 6 2 ) = (“i +bi ,a 2 +h). 

(2，1) • (2,2) = u 3 • u 6 = u 9 = u = (1,0) 等等. 

最后，我们再介绍一个著名的定理以结束本章. 

定理 2 (魏德帮 (Wedderbum) 有限体必为域. 

证明 设 K 为有限体 . Z 是它的中心，即 

Z = {z K \ 对于每个 x ^ j：z ^ zx }. 

则 Z 是有限域.令 | Z | 二 g ， 则 K 是 y 元域 Z 上的有限维向量空间. 
设维数是 n , Wl \ K \= q \ 我们的目的是要证明 K = Z ， 即要证 
n = l . 

对于每个元素令 N ( a ) = { x 6 K |ax = xa } ，这显然是 
K 的子体并且包含 Z . 因此 NU ) 也是 Z 上有限维向量空间，从而 
| N ⑷卜，)， r 2( a » l . 由于 K * 为矿― 1 阶乘法群，而 NU )* = 
N ( a ) —{0} 是 K * 的矿⑷― 1 的阶子群，因此(，)一 1)1( 矿 一1) .由 
此不难推出 n ( a ) | n . 

将乘法群 K * 的元素分成共轭类.从群论知道，与共轭 
的元素个数为 [ K * : NUr ] = ( 矿 一1)/( 矿⑸一 1) .从而我们有 
以下恒 等式： 

q n - l =- q ~ l + X ) (矿一 1)/( 矿 ㈤ 一1). ( * ) 

n(a) \n 
n(a)^n 

(等式 （* ) 右边的 q - l 对应 Z * = Z —{0} 中 q -1 个元素，这 1 
个元素每个自成一共轭类，而其余元素 a 的共轭类中元素均多于 
一个，即对应 N ( a )^ n , N ( a ) \ n ). 我们要证明当 n > l 时（ * ) 式不 
能成立.为此，我们需要分圆多项式的知识，这个多项式定义为 

P „( x ) = JJ ( x — e ,)， 

l^r^n 
(r,r?) — i 

即 P „( x ) 是以全部 n 次本原单位复根(共 〆 n ) 个# 是欧拉数论函 
数）为根的首1多项式，不难看出 x ”一 1 = Hf ^ Cr ). 从而由数论 
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上的莫比乌斯 ( Nfebius ) 变换即知 P „( x ) = IX ( x 〃一1)— /d) ， 其中 

d\n 

- 〆 ”/ 〆 )是莫比乌斯数论 函数. 于是 

Mr PAJO) = /(X)/g(X) ， 其中 /(X) 和 

之 g ( x ) 均为 Z [ x ] 中首1多项式.另 

( 一方面，由 p “ x ) 的定义知它属于 

I ~~ ) 1 C [^]， 从而在 C [ x ] 中 g ( x ) | fix ). 

乂’ 因为 g ( x )， fix ) 62[:?:]而&(工）， 

/( x ) 均为 Z [ x ] 中首 1 多项式，可 
图 5 知在 Z [ x ] 中 g ( x ) |/( x ) .而 P n ( x ) 

是 Z [ x ] 中的首1多项式. 

对于?7的每个正因子，如果 c /| r 2， t /< r 2, 则 P „(: r ) 的每个根 
(即每个《次本原单位根)均是 /一 1的根，但不是 x d - l 的根，从 

而均是多项式( X ”一 l )/( x 〃一 1) 的根.因此 P n ( x ) 4^. 于是 

X —1 

PAq ) $二（对每个么 d I ”， l < d <”). 

(/一 1 

由此及 （* )式我们就 得到: PJg ) I ( d ). 

但是由 定义： 匕(9) = IT G —. 而当时，对于每 

{r,n) — \ 

个 0，?7) = 1， 均有 q — e^ r — 1 ( 见图 5) .于是 

丨 1)— — 1 .这就与 ^(9)1(9—1) 相矛盾.从而 

必然^ = 1，即 K 为有限域. 

习 题 

1. 试构作一个8元域，并写出它的加法表和乘法表. 

2. 列出 K 上全部次数<4的不可约多项式，列出 F 3 上全部2 
次不可约多项式. 

3. 设 F 为，元域 ( p 为素数） ， F = F fi ( u ). 试问 w 是否一定为 
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乘法循环群 = F —{0} 的生成元？ 

4. 设 /( x ) 是 h [ x ] 中首1不可约多项式. 

(1) 若 w 为 / Ox ) 的一个根，则/( I )共有 n 个彼此不同的 
根，并且它们为 u ， u p ， t / ，”•，，' 

(2) 若 / U ) 的一个根 w 为域 F = F P ( W ) 的乘法循环群 P 
= F —{0} 的生成元，则 /( x ) 的每个根也都是的生成元. 

宰义如果 / Cr ) 的根 —{0} 的乘法群的生成元， 
我们称 /( i ) 为 F p [ x ] 中 n 次本原多项式(注 意: 这里的本原和 2. 4 
节中的本原意义完全不同). 

(3) 证明 F p [ x ] 中 n 次本原多项式共有 〆 ，一 l )/ n 个，其 
中 〆 〃)是欧拉函数，表示从1到 n 的正整数中与 n 互素的正整数 
个数. 

5. 设为 g 元域， /( x ) 是中的不可约多项式.则： 

fix ) | x ’ 一 x ㈡ deg / | n . 

6. 求证当时， x 2 " + x + l 是 F 2[ x ] 中可约多项式. 

7. 设 K 是有限域.求证对每个 K [ x ] 中必存在 n 次不 
可约多项式. 

8. (1) 证明: r 4 + a :+ l 为 F 2 [ x ] 中本原多项式. 

(2) 列出16元域 Fi 6 = F 2 [ w ] 中（唯一的 ）4 元子域的全部 
元素，这里 w 是■3： 4 +0：+1€^'2|>]的一个根. 

(3) 求出《在^\上的极小多项式. 

9. (1) 证明 x 4 + X 3 + X 2 + JC +1 为 F 2[ X ] 中不可约多项式但 
不是本原多项式. 

(2) 令《为/+1 3 +1 2 +1+1€^' 2 [0：]的一个根，试问心 
= F 2 U ) 中哪些元素是 F 16 - {0} 的乘法生成元？ 

10. 设 F 是有限域，求证对每个 cGF ， 方程 ax 2 + 

在域 F 中均有解(: r ， 30 . 

11. 设 F 是，元域(户为素数） , G - Aut ( F ). 对于每个 aGF , 


令 
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T ( a ) = ^ a ( a ), N ( a ) = JJaCa ). 

a6G a^G 

求证 （ l ) T : F -& 是加法群的满同态； 

(2) N : F *— F ; 是乘法群的满同态. 

1 2 . 设 F 为 g 元域，为素数， H 是 Am ( F ) 的 m 阶子 
群 . K ={ aGF | 对每个 aGH ， a ( a )= a }， 求证： 

(1) m \ n ; 

(2) K 是 F 中唯一的 〆 〜元子域. 

13. 设 F 为 元域 . />为素数. /( a ：) 为 F [ a ：] 中不可约多 
项式. 求证： 

(1) /( x ) 有重根 ㈡ 存在 gCr ) eF [ x ]， 使得/(工）=足(分）. 

(2) 如果 fix ) = g ( x pn ) ，其中6卩[^]，但是不存在 

^ r )6 F [: r ] 使得 ) ，则 y|m = deg /， 并且 /( x ) 共 

有 mip n 个不同的根，每个根的重数均为炉. 

H . 设仏为 户元域的代数闭包(户为素数），表示中 
唯一的纩元域， 求证： 

(1) Fp n 2 Fp 讯 ㈡ m/ru 

(2) 设 ，令 G = {aG AutCF ^) I 对每个 aeF r , 

a ( a )= a }, 则 G 是 n / m 阶循环群. 

15 .设户为素数.证明方阵集合 

屮叫 1 

i 0 1 c ' a y bjc ^ F p > 

UooiJ J 

对于方阵乘法是 P 3 阶阿贝耳群. - 
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第三章域的伽罗瓦理论 


我们是孩子 •，但 是我们精力充沛，永往直前 

― -1831 年6月16日伽罗瓦在法庭上的辩护词 


从历史角度来看，本章所讲的内容正是代数发展史上由古典 
代数进人近世代数的里程碑.大家知道，古典代数的中心问题是解 
代数方程和方程组.为了解一次方程和方程组，人们发展了有效工 
具——矩阵论和线性代数学.与此同时，高次方程的求解问题也是 
数学家几个世纪的探索对象.我们在中学里学过二次方程 ax 2 + 
bx + c =0 的一般求解 公式： 

x — — — b rty h 2 — 4 ac ). 

* la 

在 16 世纪，意大利一些数学家寻找出三次和四次方程这种类型的 
一般求解公式，即方程解可用方程系数的四则运算以及开方运算 
表达出来(参见第 3. 5节).人们花了二百多年试图寻找五次(和五 
次以上)方程的根式求解公式，直到1770年法国数学家拉格朗曰 
才开始意识到一般五次方程这样的求解公式可能是不存在的. 
1824年，22岁的挪威大学生阿贝耳证明了一般五次方程的根式不 
可解性.不幸，阿贝耳于1829年4月6日早逝于结核病.另一个同 
样年轻而有才华的法国数学家伽罗瓦继承了阿贝耳的工作，深刻 
地阐明了用根式解代数方程的理论基础.阿贝耳和伽罗瓦的天才 
想法是研究方程根之间的置换.由此产生了群的概念，这使得他们 
工作的意义远远超出了解代数方程的问题范围，而成为群论以致 
于近世代数的开拓者. 
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伽罗瓦是法国巴黎附近一座小镇镇长的儿子.正如他的一位 
教师所说，15岁时“他被数学的鬼魅迷住了心窍”.他一口气读了 
高斯、欧拉和勒让得等著名大数学家的著作.1928年，17岁的伽罗 
瓦把论文“关于五次方程的代数解法问题”提交法兰西科学院，但 
是著名数学家柯西等人不仅没有认真审阅，反而丢失了原稿 . 1831 
年，伽罗瓦第三次写好论文送去审查.当时法兰西科学院院士泊松 
( Poisson ) 写的审查意见是“完全不能理解”.后来，伽罗瓦两次投 
考巴黎著名的工科大学失败，只进入不太好的高等师范学校.当时 
法国激烈的政治斗争吸引了热情而精力旺盛的伽罗瓦.他因参加 
政治活动而两次入狱并被学校开除.1832年4月出狱后不久在与 
人决斗时负重伤，5月31日上午10时去世.决斗前夕，他把自己 
的研究成果和未完成的想法写成长信交给朋友，可是没有一家出 
版商愿意出版伽罗瓦的手稿.直到14年后，1846年法国数学家刘 
维尔 ( Licnwille ) 才在自己创办的“数学杂志”上刊印了伽罗瓦的遗 
稿 . 19世纪后期，人们才真正认识到阿贝耳和伽罗瓦工作对于代 
数学发展划时代的影响.1894年，狄德金 （ Dedekind ， 德国代数和 
数论学家)对伽罗瓦理论作了系统的阐述，并且更强调域论侧面. 
1948年，阿廷 ( Artin ) 所写的关于伽罗瓦理论的讲义成为后人的 
样版. 

现在我们系统地介绍域的有限扩张的伽罗瓦理论. 

3.1 域的扩张（复习），分裂域 

本节本质上是复习第二章第 2. 6节所讲内容，讲述关于域扩 
张的一些基本概念. 

我们知道，一个含么交换环 K ， 如果 K 中每个非零元素均是 
(乘法)可逆元素，则称 K 为域.如果 K 是域 F 的子域，则 F 叫做 
K 的扩域或扩张.这样一对域通常记成 F / K . 

设 K 和 F 为域，一个环同态 cp ： K-^F 叫做域的同态（即对于 
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a，d 士 〆 W ，= 类似可定义 

域的同构.这时 Ker<p 为 K 的理想，但是域 K 只有两个平凡理想 
(0)和 _ fC . 如果 Ker ^)= _ fC ，则 p 是零同态（即 ^( iO ^ iO }); 如果 
Kerp ={0} ，则 p 是域的单同态.换句话说，域的同态只有两个可 
能 :零同 态和单同态.并且当 pK - F 是单同 态时： 

(1) a ， b 6 K ， 则 〆 并且 〆 “/W 

(2) If* 

(3) K 同构于 F 的子域 〆 K ) •我们经常通过 p 把 K 等同于 
F 的子域 〆 K ) (即 aGK 看成是元素 〆 “）6 F )， 所以域的单同态 
也叫域的嵌入，即通过 f 将 K 嵌到域 F 之中. 

域 K 到自身之上的全部自同构形成群，叫做是域 K 的自同 
构群，表示成 Aut ( K ). 例 如:有 理数域2和实数域只的自同构只 

有恒等自同构，从而它们的自同构群均是一元群 • 而域 2(/^) 的 
自同构群为 

Aut(Qy — 1 ) = {l ， cr }， 

其中 

ct(“ + h\/— 1 ) = a — b^J 一 1 {a^b G 0)- 
更一般地，设 F / K , E / K 为域的扩张.如果域的嵌入 f ' F - E 在子 
域 K 上的限制为 K 的恒等自同构，即对每个 aGK ， 9(«)二《则 
称9是 K - 嵌人.如果 F - F 是域的同构并且 〆 “ ）=“ (对子域 
K 的每个元素“），则称 f 为域 F 的 K - 自同构 . F 的全部 K - 自同 
构形成 Aut ( F ) 的一个子群，表示成 Aut K ( F ) 或者 Gal ( F / K )， 叫 
做是域 F 的 K - 自同构群，或者叫做是域扩张 F / K 的伽罗瓦群.例 
如 Gal ( C /10 = { 1 ， a } ，其中 a 是复共轭自 同构： 

o(a + /3\/— 1) = a jiV—l ( a，P 6 R ). 

设 F 为域，如果 1 F 是加法无限阶元素，我们称域 F 的 特征为 
零 ，这时 2—a • If 是域的嵌入，因此 F 有子域 { a • If laG 
Q ) 同构于 2. 我们由此将 2 看成是 F 的子域，叫做是 F 的素子域. 
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如果是加法有限阶元素，则阶必为素数 h 这时称域 F 的特征 
为户，而 F 有子域 U •: L F |0<；2< f —1} 是 p 元有限域我们称 
F p 为 F 的素子域 . 于是，按照 1 F 的加法阶特性我们把域分成两大 
类:特 征为零或特征为素数 h 它们分别有素子域2和 F p . 

现在谈域扩张的分 类:设 F / K 为域的扩张 . F 作为域 K 上向 
量空间，其维数 dim K F 叫做是扩张 F / K 的次数，表示成 [F •• K ]. 
若维数有限，则称 F / K 为域的有限(次)扩张，否则叫无限（次）扩 
张.利用简单的线性代数知识，我们在第二章第 2. 6节中证明了 ： 
定理 1 设 E / F ， F / K 均为域的扩张，则 
[E ： K] = [E ： F][F : K]. 

并且， E / K 为有限扩张 ㈡ E / F 和 F / K 均为有限扩张. 

设 F / K 为域的扩张，如果存在 F 的子集 S ， 使得 F = K ⑸ 
(右边表示 F 中包含 KUS 的最小子域），则称 S 在 K 上生成 F . 
特别若 S 为有限集， 

S = {ai ，…^ F , 

如果 

F = K(S) = Kiai , ***,a ?) ) 9 

则称 F / K 是有限生成扩张.又特别若即 F = K ( a),aG 
F ， 则称 F / K 为单扩张.易知有限扩张一定是有限生成扩张，但反 
之不然.例如有理函数域 C ( x ) 是 C 的有限生成扩张但不是有限扩 
张，又如 C / Q ， R / Q 均不是有限生成扩张，而 C / K 是有限生成扩 

张.事实上， C / K 是单扩张， C = CR /= I ). 我们今后主要研究有限 
生成扩张. 

设 F / K 为域的扩张，如果存在非零多项式 /( x)e 
K[.r] ， 使得 f( a ) =0 ， 则称 a 为 K 上代数元素(或叫《在尺上是代 
数的).这时，我们在第二章第 2. 6节中证明了， KDr ] 中存在唯一 
的首1多项式 /( x )( deg / Cr )> l ) 使得 

(1) /(a) - 0 ； 

(2) g(x) G K[x], g ( a ) = 0 ㈡ fix) I g(x) , 
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称 / U ) 为 a 在 K 上的极小多项式.如果 a 在 K 上不是代数元素， 
即《不是 KDx ] 中任何非零多项式的根，则称 a 为 K 上的超越元 
素(或叫 a 在 K 上是超越的).如果 F 中每个元素在 K 上均是代 
数的，则称 F / K 为代数扩张.否则，如果 F 中至少有一个元素在 

K 上超越，则称 F/K 为超越扩张.例如 C / R , Q 、 n 、 /Q ， Q(0/Q 
( C = e 2 _) 均为代数扩张，而 K /2, KU )/ K ( x 为文字）均为超越 
扩张.我们在第二章第 2. 6节中证明了，这两种扩张的基本区别 
是： 

定理 2设 F / K 为域的扩张， 

(1) 若 a 在 K 上代数，令 /( x ) 为 a 在 K 上的极小多项式， 
degf(x) = 1 9 

则 K [ a ] - K ( a ) 

为 F 的子域，1 ， a ， … ， a ” _1 为向量空间 K ( a ：) 的一'组基，从而 

[K(a) : K] = m 

/ U ) 为 KDr ] 中不可约首1多项式，从而 K [ x ]/(/ U )) 为域，并 
且有域的自然同构. 


K[x]/(/(x)) 二 K ㈤ ， 
g(x)(modf(x)) 

(2) 如果 a 在 K 上超越，则环 K [ a ] 自然同构于多项式环 
K [* r ] ;域 K ( a ) 自然同构于有理函数域 KCr ), 于是 K ㈤ / K (从而 
F / K ) 为无限扩张. 

我们今后主要讲代数扩张（并且主要谈有限代数扩张），下面 
是代数扩张一些基本 性质. 

定理 3 (1) 有限扩张必为代数扩张. 

(2) 设 F / K 为有限生成 扩张: ，•••，〜）•如果 a 在 K 
上均是代数的（1<纟< 幻 ，则 F / K 为有限扩张(从而为代数扩张). 

(3) 若 E / F ， F / K 均为代数扩张，则 E / K 也是代数扩张. 

(4) 设 F / K 为域的扩张，则在 K 上代数}为 
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F / K 的中间域(即 M 为域并且 K ^ M ^ F ). 称 M 为 K 在 F 中的 
代数闭包. ' 

(5) 设]^，純 均为 K 的扩域又均为 F 的子域（如图6所 

示） • 



MiM 2 : = Mi (M 2 ) — M2 (Mi) 

为鸠 和 M 2 在^ 中的合成域.如果 
均为代数扩张，则 MMJK 也为代数扩张. 

证明 （1) 利用定理2的 （2) 使用反证法即 

可. 


(2) 由题设知 KU)/K 均为有限扩张.设/, 
(• r ) 为 a , 在 K 上的极小多项式，则在 K (ai ，…， )上的极小 
多项式 /,(: r ) 必为 /(: r ) 的因式，于是 

[K(ai »***>ai) : KXcn ， … ， n)] 

= [ K(ai ，…， a 卜 i )( a ) : K(ai ，…， q ： h )] 

二 deg/'O) < degf, (x) = [KCaJ : K] < 00 , 


因此 


n 

[K(ai ，-* -,a„) : K]= PJ[K(ai ，…， a,) : K(ai ，…， n)] 


< n [ KU ) : K ] 〈 00 ， 

1 = 1 

即 K ( ai ,*», aJ / K = F/K 为有限扩张. 

(3) 设 a eE ， 由假设 a 在 F 上代数，于是 

a +cia ?r " 1 4 - h c n = 0, c, 6 F ， 

因此 a 在 K ( c _ i ，…， cj 上代数，于是 Kici ，…， c „， a )/ K ( ci ，•••，<:„) 
为有限扩张，又由假设 d ，…，^ 均在 K 上代数，由本定理的 （2) 知 
K ( c ^-, c n )/ K 为有限扩张，从而 K ( c ^-, c n , a )/ K 为有限扩 
张，于是也为代数扩张.因此 a 在 K 上代数，这对£:中任意元素 a 
都是对的，所以 E / K 为代数扩张. 

(4) 因为 K 中元素在 K 上显然是代数的（对 a eK ，/(： r ) 二 I 
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— a 为 a 在 K 上的极小多项式），从而 F 2 M 2 K ， 我们只需再证 
M 是 F 的子域，设 &/36 M ， 由 M 的定义知 a ， i 3 在 K 上均是代数 
的，由 （2) 知 K («，/?)/ K 为代数扩张，由于 a ±/?， ㈣ ，(当 
时)均为域 K ( a ^) 中元素，于是它们在 K 上均是代数的.即均属 
于 M ， 从而 M 为 F 的子域. 

(5) 令 M 为 K 在 F 中的代数闭包，则由 M 的定义知 M / K 为 
代数扩张，并且由假设知道于是从 
而为代数扩张.证毕. 

设 K 为域， / U ) eK [ x ]， deg/( ： r)> ： L ， 我们是否总能找到 K 
的一个扩域 F ， 使得/( I )在 F 中至少有一个根？我们在第二章第 
6节中证明这是可能的.事实上，我们不妨设 / Ox ) 是 K [ a ：] 中不可 
约多项式，这时 F=KDr]/(/(:r)) 为域，由于 （ /( ： 0 )门尺 二{0}， 
我们可以把 K 自然地嵌成是域 F 的子域（确切地说，定义映射 
cp : K—K[:r]/(/(:r)) ， a—a(mod/(x )) ， 这是域的同态， 

Ker^ ^ K f| (/(x)) = {0 }， 

从而 f 为域的嵌入).令 a 为 x 在 F 中的象（即 a =^=( xmod (/ 
(jc))G F = K [ x ]/ (/( ： r) ) ， 则 

/(a) = /(x) = /(x) = 0 6 F ， 

即为 /(X) 的根.而 F 二 K ( a ) 为 K 的扩域，我们称 F 是将 
/( x ) 的根 a 添加到 K 上而得到的域. 

一个域 K 叫做是代数 封闭的 ，是指每个多项式 /( x ) eK [ x ] 
( deg / U )> l ) 在 K 中都有根，这也相当于说 /( x ) 的所有根均属 
于 K ， 或者还可说 成:若 F / K 为域的代数扩张，则 F = K . 我们熟 
知复数域 C 是代数封闭域，从而2的所有代数扩域均可看成是 C 
的子域.一般地，设 K 为任意域，将所有 K 上代数的元素均添加 
到 K 上所得的域为 D ， 由定理3的 (3) 可知 D 是代数封闭域，我们 
称 D 为 K 的代数闭包.例如有唯一的代数闭包(这个代数闭包 
可取为 C 的子域但不是 C ! ) .设为有限域的代数闭包，我 
们在第二章第7节中证明 /对 每个 n ^ lMp 中均有唯一的，元 
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域^^>. 于是 


= u F p n - 

今后我们在考虑域 K 的代蠢扩张时，如不特别声明，均是在 
K 的某个固定的代数闭包 D 中讨论问题. 

设 E / F 为域的扩张，多项式 / U ) GF [ x ] ( deg /> l ) 叫做在 
E 中分裂，是指 /( x ) 在 EDr ] 中分解成一次因子之积.即 
fix ) = a(x — r r ).“（x — r „)， r ,- G E . 

这时，若 L 为 E 的扩域，则 /( x ) 在 L 中也分裂，使 /( x ) 分裂的 F 
之最小扩域显然为 F ( n ， …， r „)， 这叫做是 /( x ) 在 F 上的分裂 
域，也就 是说： 

定义设 F 为域， / Cr)GF [: c ]， deg /(: r )= n _> l.F 的扩域 E 
叫做 /( x ) 在 F 上的分裂域，是指满足以下两个条件. 

(1) fix ) = a ( x —)*"( x — r „) , nGE ， 
a 为 / U ) 的首项系数. 

(2) E=F(n，•••，&)• 

例 1 设 F 为域， /( x ) = x 2 +ax + beF [ xJ . 如果 /( x ) 在 
F [ x ] 中可约，则 /( x ) 的两个根均属于 F ， 于是 / U ) 在 F 上的分 
裂域 E 即为 R 如果 / Cr ) 在 FDr ] 中不可约，令它(在 F 的某个代 
数闭包 *0 中）的两个根 n n ， r 2 乐 F ， 。十^二一〜于是五二 

F(ri ,r 2 )= z F(r 1 , — a — n ) =F(n) ， 而 E/F 为二次扩张. 

例 2 F = F 2 ( 二元域） ，/( x )= x 2 + x + iei r 2 [ x ] 为 F 2 [: c ] 中 
不可约多项式(因为 /(0)=/( l )= l #0 eF 2 ) .令 r 为它在中 
的一个根，则 hr 2 ， r 4 是 /( x ) 的三个相异根，于是/(工)在 F 2 上分 
裂域为£>-^' 2 (厂夕，/)=^(「），这是8元域. 

例3 F = Q , f ( x )= x^-l 在 0 上分裂域为2(1，？，$，•••， 
7 _1 )=2(?)，其中为素数.由于 C 在中极小多项 
式为 X P ~ 1 + X P ~ 2J [ + X +1， 于是 

[0( = n 


166 




例 4 F = Q ^ fix ) = x 3 — 2 的二个根为於 o > 和於 o > 2 ，其中 
w = e M / 3 , 于是/ ( 1)在2上分裂域为 E = 2( 尨，尨0>，尨 o /) 二 
2( 於， o >)， 不难证明 

[2( 於，⑴）： e ] = 6. 

例5 F = 则 U 2 —2)U 2 —3) 在 g 上的分裂域为 E = 
Q(V^"，V^") ，而[瓦： Q] = 4. 

现在我们证明分裂域的存在性和唯一性. 

定理 4 设 F 为域， /Cr)eF[:r]，deg/U)>l， 则 /U) 在 F 
上的分裂域总是存在的. 

证明 设 /U ) 的首项系数为《，由于 / U) 在 F 上 
的分裂域显然也是 a' 1 /(x) 在 F 上的分裂域，所以我们不妨设 
/U) 为首1多项式.设 

fix ') = fi {工、… fk 、 X ) 

其中 /,Cr) 均是 F[X] 中不可约首1多项式， 

1 ^ ^ ^ w = deg/(x). 

我们对 n—k 归纳.若 《 — 々 = 0,则 f ] U ) 均是 F[x] 中一次多 
项式，于是 F 即是 /U) 在 F 上的分裂域.现在设定理对 0^ n-k 
均成立，而设 = 这时必有 f 使 deg/, >2,不妨 

设 deg/!》？， 令 

K = F[x]/(/i (x)). 

我们已经知道 F 自然嵌成 K 的子域，并且 

r~x — (xmod/j (x) ) G K 

是 /Xx) 的根，于是 

flix ) = (x — r ) g -( x ), gix ) ^ X [ x ]. 

所以若 / U) 在 KO] 中分解成 Z 个不可约首 1 多项式之积，则 z> 
々，即 

n~~ L <in 一 k = N+l 

于是 《 — 由归纳假设， /U) 在 K 上有分裂域 E， 即 f ( x ) = 
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O — n ).“( J ： — r „), 并且 

E = Kiri ，"•，〜). 

由于 /\( r )=0, JSC ^ I / U )， rGKGE ， 从而在 E 中 

0 = /(r) = (r — n) … （ r — r„). 

于是 ( 对某个因此 E = K ( n ， …， r J = F ( r ) (〜•••，，„) = 

F ( r,ri , •••, r „)= F(n , •••, r „). 这表明 E 是 /(:^在只上的分裂 
域，即定理对 n —々 = N + l 也成立，从而完成了证明. 

注记设 F 为域， S ={/ 山‘=1，2,3,…}为1^：]中多项式序 
列， deg /,>1. 令 R 为/\ ( x ) 在 F 上的分裂域， F 2 为/ 2 (^)在 R 
上的分裂域，…，代为/„(: r ) 在上的分裂域，…，则 

F 2 G ……，我们称 LJf „ (这是 F 的代数扩域）为多项式集 

71>1 

gSy / M / vA …}在？上的分裂域.对于 FU ) 中任意的多项 
式集合 S ( S 中每个多项式均是正次数的），我们也可类似定义 S 
在 F 上的分裂域，但是当 S 为不可数集合时，我们需要利用集合 
论中的“良序公理”将 S 中多项式赋以一定的次序.详情从略.特 
别地，若取 S 为 F [ x ] 中全部正次数多项式所成集合，则 S 在 F 上 
的分裂域即是 F 的一个代数闭包. 

现在谈分裂域的唯一性问题.设 F 为域， / U ) 为 FU ] 中正次 
数首1多项式，则对于 F 的每个代数闭包中均存在唯一的子 
域 E 是 / Cr ) 在 F 上的分裂域(设 / U ) 在 D 中分解成 / U ) = (x 
—n )•••(> — G )， r t = deg /( x ) ，则 E 必然为 F ( r ! ，…， 

r „)). 现在若 D 和万为 F 的两个不同的代数闭包， E ， S 为 / U ) 在 
F 上的分裂域，其中 E ^ a 我们要证明 E 和 E 必然 F - 同 
构，在这个意义下，/( X )在 F 上的分裂域本质上是唯一的.为了证 
明这一点，我们首先需要一个引理. 

引理1设 F ，7( a )= 泛是域的同构•对于 

fix ) = a 0 + a x jc -\ - \~ a n x G F [ x ] ， 

令 
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fix') a 0 + aij：H - \-a n x G F [ x ]. 

如果 E / F ， r / P 均是域的扩张， rGE ， r 在 F 上代数， g ■(: T ) 为 r 在 
F 上的极小多项式，则 

(1) 7可扩充成域的嵌人 E ㈡ gO ) 在 E 中有根•并 
且 

(2) 7 的这种扩充的个数等于 iU ) 在 E 中的相异根个数. 
证明 ⑴设它为域的嵌人，并且 S| F = 7 , 令 

gix) = a 0 + ajx + •** G F [ x ]. 

则 0 = g(r) = “ 0 + a '— - \- r 11 , 

作用 7f 之后， 

0 = 7j(a 0 ) + r]ia\)^{r) ~1 - h C( r 广 = g (?( r )) ， 

从而 ？( r )6 E 为 i ( x ) 的根.反之，设， GE ,^( r * ) = 0, 则有环的 
同态 

a : F [ x ] — E ， 
h{x) h{r* ) , 

Kera ^ (g{x)). 

于是诱导出域的同态 _ 

卢： F [ x ]/(^( x ))^ E , 

(/ i ( x ) modg -( x )) — h(r* ). 

F 为 FDr]/(g(:r)) 的子域，并 且不 难看出 = 于是 

(KF ) 二 y(F) - { 0 } 

从而 /? 不为零同态，即 /? 为域的嵌人，令 

cp : F ( r ) 二 F (_ r )/( g (_ r )) 

为域的自然同构，则/?。炉： F ( a )— E 为域的嵌人，并且 

/?。沪 I F = 7* 

(2) 如果 a 和/是 iu ) 在 E 中两个不同的根，则由 （1) 的证 
明知有嵌人 （ ： F ( r )— E 和 f : F ( r )— E 使得 f ~ ^ If = 7, 并 
且 ?( r )= a ，<( r )= y ， 由 a 為/知 C 和 〆 是不同的嵌人，因此7扩 
充成 ^： F ( r )-^ E 的个数恰好等于 gO ) 在 E 中相异根的个数.证 
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毕. 

定理 5 设 7 J •• F—F ， y(a) 为域的同构， fix) G F [: c ] 为 
正次数首1多项式，£：和 E 分别是 /( x ) 和 yu ) 在 F 和 F 上的分 
裂域，则卩可扩充成域的同构 E 二旯并且设 r 为这种扩充的个 

数，则 l < r<[E : F ]. 进而若7(工)在£中无重根，则 

r - [E ： F ]. 

证明 我们对 [£: F ] 归纳（注意 [ E : F ] Oo )， 若 [ E : F ]- 
1，则 E = F ， 于是 

fix) = (x ——r„) G F[x], 

即 nGF , 从而 

fix) — (x— n )***(.r — r „) G F [ x ], r ; - G F, 

因此，…，，而 7 恰好有一个扩充(即 7 自身).现设 
[ E : F ]< N 时定理5成立，而令 [ E : F ] = N >2 .这时 / U ) 在 
F [: r ] 中有首 1 不可约因子 g ■(: r ) ， degg -( x ) , degf ( j ^) = n . 

于是在 F [ x ] 屮 Z ( x ) l / U ) ，从而在相应的分裂 域中： 

m n 

g-(.r)= (j: — n) , fix) = XX (x — rd , r r - G E; 

f = 1 ? = 1 


g{ac) JJ (x — r , ) , fix ) JJ (x — r ,) , r, G E. 


E - E ^ K - F ( n ). 由于在 F 上的极 

^ 小多项式，从而 [K : F ]- m > l . 由引理 1 

^( K ) 知共有々个嵌人 Cl ，…， & : K — E 为 y 的 
I ^ 扩充，其中々为中相异元素个 

1 J -, 数，因此•并且々 

两两不同. 

® 7 由分裂域定义可知 E 和它分别为/ 

(X) 和 TXx ) 在 K 和匕 ( K ) 上的分裂域(如图7所示).并且 
[£: K] = [E^ F]/[K = F] 


K 二 ^( K ) 


F 
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=[E ! F ]/ m < C[E : F 


由归纳假设，每个域同构？， ： 均可扩充为同构^ 

E . 设这种同构个数为 A ，则 K ]. 这就表明至少存在 7 
的一个扩充£：.当7(工)在它中无重根时，由归纳假设 l , = LE 
= K ]， 从而这时 7 的总扩充数为 

k 

YjU = k[_E : K ] = [E ： K][K : F ] - [E ： F ]. 

f = 1 

而在一般情形下，扩充总数 K ]<[ E ： K ][ K ： F ] = 

? = 1 

[E ： F ]. 证毕. 

特别取 F = P ， 的恒等自同构，便得到 
•系 1设 F 为域， / U ) 为 F [ x ] 中正次数多项式， E 和它为 

/ U ) 在 F 上的两个分裂域，则共有 m 个 F - 同构 ESE ， 其中1< 
m<[E : F ]. 又若 / U ) 在云中无重根，则 m =[ E : F ]. 

再取 E = E 又得到 

系2 设 F 为域， / Cr ) 为 F [ x ] 中正次数多项式， E 为 / U ) 在 
F 上的分裂域，则 | G a l ( E / F ) |<[E : F ]. 且若/(了)在£：中无重 
根，则 iGaKE / F ) 卜 [ E : F ]. 

例 1 F 二 Q ， E = Q (;)， (= e 2?n/> ，/) 为素数•则 E 是 P — 1 或 

不可约多项式 fix )= x p ~ x + x p ^ 2 ^ - hx +1 在 Q 上的分裂域， 

并且 / U ) 在 E 中无重根，于是 I Gal ( E / F ) 卜 [E = L 

2(() 的每个自同构^由它在？上的作用所完全 决定. 由于 〆 ？) 和 
? 一样应为乘法阶元素，从而 〆 ？) = ^，1</<^一1•这种5共 
有 P — 1 个可能，从而均应是 2(?) 的自 同构. 将此自同构记成①， 
则 

Gal ( g (^)/ g ) = Autg (^) = {ai I 1 — 

由于 

OlOsi^) = — 6ii^) S — — fTis ( ^) 
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从而 OiHl ” 因此映射 

GaKQ(p/Q)^(Z /pZ) * , ^ K Kmodp) 

为群的同构.熟知 (Z /辦 K 是由 g ( mod />) 生成的 p ~\ 阶乘法循 
环群，其中#是模 p 的一个原根.于是 Gal (2(6)/0) 也是由〜牛 
成的 P — 1阶循环群. 

例 2 设 F = Fp (： y ) ，则/(^) == x p —y G F [ x ] 为不可约多项 
式.设 y /) 是它的一个根，则 / Cr ) = U — y /p ) p . 因此 
= F p ( y 〜） 为 / u ) 在 f 上的分裂域.但是 / a ) 只有一个根，从而 

习 题 

1. 将第二章第 2. 6 节中习题 1、3、6、7、9、15、17 和 19 重做一 


遍. 

2 . 求证代数封闭域必是无限域. * 

3. 设 F=F 9 (g 元有限域 ），（n，g) = l，E 为， 一 1在 F 上的分 
裂域.求证 [£： : F] 等于满足《| (V — 1) 的最小正整数 L 

4. F = F g9 /(x ) 为中不可约多项式.求证 

/(X) | 〆 一 x ㈡ deg/ | n. 

5. 设 F 为域， /U) 为 FDr] 中 ”次多 项式， F 为 /(x) 在 F 上 
的分裂域.求证 [E : F] | « ! . 

6. 设 E 为: T 8 — 1在2上的分裂域•求 [£：: 2] 二？并决定伽 
罗瓦群 Gal(E/g). 

7. 设 £/F 是域的扩张.如果对每个元素 &E， a 乐 F ， a 在 F 
上均是超越元素，则称 E / F 为纯超越 扩张. 求证 

(1) F (: r)/F 是纯超越扩张. 

( 2 ) 对于任意域扩张 E/F， 求证存在唯一的中间域 M， 使得 
E / M 为纯超越扩张，而 M / F 为代数扩张 • 
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3.2 可分扩张与正规扩张 


我们在前节看到多项式有重根影响自同构个数.现在谈如何 
判别一个多项式是否有重根.设 F 为域， / U ) 为 FDr ] 中首1多项 
式， deg /> l ， E 为 /( x ) 在 F 上的一个分裂域，则 

fix ') = (: r — n ” 1 …(工一 r s )~ ， ri 6 E ， ki > \， 

其中彼此不同.我们称怂为根 n 的重数.若匕>2,称 
n 为 /( x ) 的 重根. 怂=1时 n 叫 / U ) 的 单根. 如果® 是 /( x ) 在 F 
上的另一个分裂域，根据定理5可知存在 F - 同构二 E ， 于是 

fix ) — fix ) = {x — 〔( n ))~ … (1 — C ( r 》）〜，？( r «) 6 E . 

由于〔为同构，是 E 中彼此不同的元素.这就表明 
/(X) 的重根特性与分裂域£：的选取方式无关，而是 / U ) 本身的 
特性.事实上，我们有如下定理. 

定理6 /0)，^£：如上所述 ，则： /( x ) 在 E 中无重根 ㈡ 在 
F [ x ] 中 (/ U )，/ Or )) = l ， 其中/ ^ Cr ) 为 / U ) 的形式微商，而(/， 
/ ) 表示/和 /' 的最大公因式. 

注记多项式 fix )= a 7 l x n + a n ^ x n ~ l + … + ai.r + a 。6 F [ jc ] 
的形式微商定义为 

/'(• X ) = nUnX 7 ^ 1 + (n — Da ^- ix 71 " 2 + *•* + 2 a 2 x + G F [: r ]. 

不难直接验证，若 a 6 F ，/ U ), g (: r )6 F [ x ]， 则 

(f + gy = /+ 〆 ， （《/)’= af , ( fg) f — f g + fg f • 

定理 6 的证明 <=: 若是 / U ) 的重根，则 fix 、= ix — 
a ) 2 g ( J ：)， g ( x ) GE [ x ] •于是 

fix ) = 2 (x ~ a ) gix ) + (x — a ) 2 g ix ), 

从而 f ( a ) = /( cx ) = ( l 令 h ( x ) 为 a 在 F 上的极小多项式，则 h (^) 

I / U ), △(：^|/(工），于是/1(工）丨（/，/ / )，即（/，/ / )关1. 

々：若 fCr ) 在 E 中无重根，则 
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fix) = ix — a\ ) *•• (x — a„ ) ? a,- G E, 
n-dcgf 9 两两相异.于是 

f (ai) = XX (ai—a } )^0, (1 < z’ < w ) ， 

从而在 £：[:r] 中 (/， / ^ = 1 ，因此在 Fix '] 中也有 (/，/) = 1. 

系设 /O) 是 F [: r] 中不可约多项式， deg/>l. 

⑴若 F 为特征零域，则 /U) 无重根. 

(2) 若 F 的特征为素数 p， 则： /U) 有重根㈡存在 ^(x)e 
F [: r]， 使得 /Cr)=g(:ra 

证明 （1) 设 F 特征为零.若 /U) 有重根，则（/，/)关1.由 
/(x) 不可约即知/|/.但是 deg/ = deg/— 1，从而 /U)=0, 这 
与 deg/^1 相矛盾.因此 /(x) 无重根. 

(2) 设 F 的特征为素数 />. 与前面一样， /(x ) 有重根推出 
(J：) =0•令 fix) —C 0 + (^：?：+… + C„ ： T rt ，则0= y 7 ( ： T) ==(：! +2C2-X 

+ … +zW— - Vnc n x n ~\ 因此在 F 中， c,^^0=>f = 0GF=>/?|z’. 

从而 f(x)=c 0 +CpX p -\ -其中 g'(x)=c 0 +c 1 x 

+ … G F[x], 反之，若 /(* 3 ： )= 尽（ /) ， gi^) G F[_z ]， 则 
f ix)^ g {x p )ix p Y ^ g ix p ) • 扭广 1 = 0 ,于是 (/ ， /')=/# 1 ，从 
而 / 有重根 . 

定义 设 F 为域， /U)6F[:r]，deg/>l •称 /U) 为 F 上(或 
F[x] 中)可分多项式，是指 /U) 在 F[x] 中的每个不可约因式均 
没有重根. 

例如 fix )^ x z - 2 x +\^ ix ~ iy 是2上可分多项式，因为 
/O) 的不可约因子 O — 1) 没有重根. 

当 F 为特征零域时，由定理6的系知道， FDr] 中不可约多项 
式均无重根，所以 F[x] 中每个多项式均是可分的.当 F 的特征为 
素数时，下引理表明 F[x] 中可能存在不可分多项式. 

引理2 设 F 的特征为素数则 a 或者在 F[:r] 
中不可约，或者是 F[x] 中一次多项式的/>次幂.并且对于前一种 
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情形 ， P — a 是 F 上不可分多项式. 

证明 设 E 为 a 在 F 上的分裂域 ， E 为 j： p —a 的一 
个根，则 b p = a . 于是在 E [_ z ] 中， — a=(x — .若 66 F ， 则:^ 
— a 为 O —6) 6 F [: r ] 的次幂.若6芒 F ， 则 〆 一 a 在 F [ x ] 中不可 
约.这是因 为:若 

x p ~~ a = f{x)g{x) , f fg G F\^x^\ , deg / ^ 1 , degg ^ 1 , 

则 /( x ) = ( x -6) fe GF [ x ], l ^ k ^ p-h 于是 / U ) 的常数项士 V 
属于 F . 但是（&，户）=1，从而66尸这与假设矛盾■因 
此6芒 F 时: rP — a 在 F [ x ] 中不可约.但是它有重根，从而 x p —a 
便是 F 上不可分多项式. 

例 有理函数域).不难证明〖不是 F 中元 素的夕 
次幂.由引理2即知分 一 KFDr ] 是 F 上不可分多项式. 

定义 域 F 叫完全域 ，是指 F [ x ] 中每个不可约多项式均可 
分.这也相当于说， F [ x ] 中每个不可约多项式均无重根. 

特征零域均是完全域，而特征域则有如下判别法 • 

引理 3设 F 的特征为素数 p . 令(这是 F 的 
子域），则 F 为完全域 ㈡ 

证明 若则有 aG F — 由引理2知道分 一 a 在 
F 上不可分，从而 F 不是完全域. 

<=:若 F 不是完全域，则 F [ x ] 中存在不可分的不可约多项式 
/(. r )， 于是/有重根.由定理6的系知 / U )=%+ q 分十…+ 
a h x lp , 如果仏（0<¥</)均属于 F p ，即 a t ^bU 6,.6 F (0« Z )， 则 
/(工^心+匕^+…+匕:^:^与 /( x ) 在 F 上不可约相矛盾.因 
此必有某个 〜孕 尸，即 F ^ FK 证毕. 

由引理3知 F p (0 不是完全域. 

系 有限域均是完全域. 

证明 设 F = F 9 , 我们在第二章 2. 7中证明了 F 

中元素均是 f 一: r 的根，从而对每个 aGF，a = a 9 = ( a # 1 于是 
F = p ， 即 F 为完全域.另一种证 法是: F — 是域的非零 

175 


满同态，因此是域的同构.于是 I F | = | P | < c «. 但是从而 
F - F ". 证毕. 

定义 设 E/F 为域 的代数扩张，称 a 在 F 上可分 ，是指 
a 为 F [： r ] 中某个可分多项式的根.这也相当于说， a 在 F 上的极 
小多项式 / U ) 无重根.（因为极小多项式 /( x ) 必然在 F [ x ] 中不 
可约).如果 E 中每个元素在 F 上都是可分的，则称 E/F 为可分 

扩张. 

由定义即知，完全域 F 的代数扩张均是可分扩张.而 
⑴不是可分扩张，因为 M 在 F , ⑴上不可分. 

下面是可分扩张一个重要特性. 

定理7 有限可分扩张必是单扩张. . 

证明设 E / F 为有限可分扩张.则它是有限生成扩张，即 E 
= F ( av ， a „). 若 F 为有限域，则 E 亦为有限域，从而 E / F 必为 
单扩张(第二章 2. 7). 以下设 F 为无 限域. 我们对《归纳.当 《 = 1 
时定理显然成立.设《 = 即£：=厂(心/?)，〜/?6£：，设“和/?在只 
上的极小多项式分别为 / U ) 和 gU ). 令 K 为 /( WgU ) 在 E 上 
的分裂域，则在 EDr ] 中， 

r 

fix) = XX (x — 仏） ， a\ — ai ^ K, 

i-i 

S 

g(x) = JX (x —/?j), Pi = /?, G K. 

J = 1 

由于 a 和 /? 在 F 上可分，可知彼此不同，岛 
也彼此不同.于是对每一组2<^<5)，方程 

ai + ^ = ai +J^i 

在 K 中恰好有一解 :r = U —m )/ (供 一 译 ） ，因此在 F 中也至多有 
一解.由于 F 是无限域，从而存在使得 

ai cj^k ^ ct \ c/?i ( \ i r ,2 k s ), ( * ) 

^ r=ai + c ( 3 } =^ a + c ( 3 ^ F ( a ,( 3 ) = E . 我们来证明 E ^ F ( r ). 显然 E 
3 F ( r ). 另一方面，由于 g (( J )= Q ，/(r — c /?) = /( a ) = 0, 可知多项 
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式 〆 : r ) 和 /( r — c : r )6 F ( r )[: r ] 有公共根: r =/?， 并且由 （* ) 式可 
知它们只有这一个公共根.从而在 F ( r ) Dr ] 中 （ g ( x )，/( r 一 U )) 
=: r — /?，即 /?6 F ( r ). 因此 a = r — c /?6 F ( r ). 于是 E = F ( a ,/?)^ 
F ( r ) ，即 E = F ( r ). 这就对 ” = 2 证明了定理. 

现设定理对 n = N ^ 2 时成立.如果 w = iV + l ， 则 E = F ( ai , 
… 9 aiv ) ( aN+i ) .显然 F ( cn ， …， o ： iv )/ F 是有限可分扩张.由归纳假 
设， FU ， …， 咖）=八/?)，因此 E = F (/?， aN+1 ). 再利用 ” = 2的情 
形即知 E / F 为单扩张.证毕. 

关于可分扩张的进一步知识参见本章后面附录 2 . 现在谈什 
么是正规扩张. 

定义 代数扩张 E / F 叫做正 规扩张 ，是指 :对于 F [: r ] 中每个 
不可约多项式 /( x ) ，如果/( I )在 E 中有根，则 /( x ) 在£：上分裂 
(即 / Cr ) 的全部根均在 E 中，或者 说成: E 包含 /( x ) 在 F 上的分 
裂域). 

定义设是域 F 的代数闭包，为域的嵌入，则 a ( F ) 
与 F 同构，称 WF ) 为 F 的共 轭域. 类似地，对于为 a 
的共轭元素.如果 K 为 F 的子域而 a 为 K - 嵌入，则称 a ( a ) 为 a 的 
K - 共轭元素， WF ) 为 F 的 K - 共轭域 • 

现在我们给出正规扩张的几种刻画方式 • 

引理4 设 E / F 为代数扩张.则下列诸条件彼此等价 • 

(1) E / F 为正规扩张. 

(2) E 为 F [: r ] 中某个多项式集合 S 的分裂域(其定义参见 
3.1，定理4后面的注记). 

(3) E 是 F - 自共轭域，即只有 E 为 E 的 F - 共轭域 • 

(4) 若则 a 的每个 F - 共扼元素均属于 E . 

证明 （1)0(2): 令 S={a 在 F 上的极小多项式易 
证 E 是 S 在 F 上的分裂域. 

(2)3(3): 设 SGF [>]，£： 是 S 在 F 上的分裂域，为 E 的代 
数闭包.对于每个 F - 嵌入和每个 / U ) es ， 则 /( x ) = (x 
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—n )'"(^ r — r n ) 9 r { ^ E . 但是 /( x ) [: r ]， 从而 

/(x) = a{fix)) = (: r —cKn )) … O —〆&)). 

由于 a 是单射，可知^为^，…，〜}上的置换.由于 ESS 中所有 
多项式的所有根在 F 上牛成的域，令这全部根组成的集合为尺， 
则 a 在尺上的作用亦为尺的置换.于是 

cKE) = a(F(R)) = F(cj(R)) = F(R) = E, 

从而 E 是 F - 自共轭域. 

(3) 0(4): 对 aG £：， a ( a ) ea ( E )= E . 

(4) ^(1): 设 a 6£：，/ U ) 为《在厂上的极小多项式，为 E 
的代数闭包.则 

/(X) = (x — n )***(x~r„), ri = a ^ E, n ^ n (1 ^ z ^ n). 

对于每个 r , ，由引理 1 的证明知存在 F - 嵌入 j : E — n 使得 j ( a ) = 
r ,. 由 （4) 中假定知““^^从而 neEClKiKn ),^ / Cr ) 在 E 中 
分裂.于是 E / F 为正规扩张. 

系 设 E / F 为有限扩张 ，则： E / F 为正规扩张 ㈡ £ :为 F [ x ] 
中某一个多项式的分裂域. 

证明 ^： E/F 为有限生成的，于是 E = F ( a] ，…，…）.设 
/, U ) 为&在 F 上的极小多项式，由 E / F 正规可知 
rO 均在 E 上分裂，从而/(1)=/ 1 (工)_"/„(: ? :)在^'上分裂.令以 
为 /(： r ) 在 F 上的分裂域，则 M ^ E . 另方面， M 2 F ( ai ，…，％)= 
E ， 从而 M = E , 即 E 是 / U ) 在 F 上的分裂域. 

<^：由引理 4. 

注记 由引理4和它的系可知，若 £ :是 F [: r ] 中某一多项式 
(或某个多项式集合)的分裂域，则£中每个元素 a 在 F 上的极小 
多项式也均在 E 中分裂. 

引理 S 设 E / PXfGJ ) 均是代数扩张，并且均在 F 
的同一代数闭包之中.如果均是正规扩张，则 

( He ,)/ f 也是正规扩张. 

/6/ 
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证明 设门^，则《属于每个^(斤_0,由于 E z / F 正规， 
/ e / • 

从而《的每个 F - 共轭元素均属于 E ,， 于是属于门仏.这就表明 

iei 

为正规扩张. 

1 定义 设 E / F 为代数扩张，13为£:的代数闭包，称 



WF 正规 


为 E 在 F 上 的正规闭包. 由引理5知 JV / F 是正规扩张.从而 N 即 
是满足 N ] E 的 F 之最小正规扩域.如果 E / F 是有限扩张， 

( ai ，…， tO . 令/,0)为 a 在 F 上极小多项式，不难证明 ， /i ( x ) … 
AU ) 在 F 上的分裂域即是 E 在 F 上的正规闭包. 

例 Q (於)在 Q 上的正规闭包为 Q (於， o ；) ，其中 o ;= e 2m/3 . 

习 题 

1. 设 F 为特征0域， /( x ) 为 F [ x ] 中正次数首1多项式 W (: r ) 
= (/，/').求证: g (工） =/( x ) AK : r ) 和 /(: r ) 有同样的根，并且 
g (： T ) 无重根. 

2. 设 F 为特征户域 (> 为素数）， /( x ) 为 F [: r ] 中不可约多项 
式，求证 / Or ) 的所有根均有相同的重数，且这个公共重数有形式 
pHn ^ O ), 

3. 设 E / F 为可分扩张， M 为 E / F 的中间域，求证 E / M 和 M / 
F 均是可分扩张(注 :我们 在附录2中要证明其逆命题也成立) • 

4. 设 F 为特征 p 域0为素数）， E / F 为代数扩张. 求证: 对每 

个 a 6 E 均存在整数 ，使得 a 〜在 F 上可分. 

5. 设 F = F fi ( x p ， 为素数），求证 

(1) [ E ： = (2) E / F 不是单扩张. （3) E / F 有无 

限多个中间域. 

6. (1) 若 E / F 为代数扩张， F 为完全域，则 E 也为完全域. 

(2) 若 E / F 为有限扩张， E 为完全域，则 F 也为完全域. 
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(3) 若 E / F 为有限生成扩张或者 E / F 为代数扩张(不必为 
有限扩张），则 ‘(2) 中结论是否成立？ 

7. 设 ，其中 a+a —2 a — 1 = 0, 求证： 

( 1 ) a 3 -2 也是: r 3 + x 2 ~2 x — 1 = 0 的根. 

(2) E / S 是正规扩张. 

8 . 设 E / F 和 K / F 均是正规扩张，求证 EK / F 也是正规扩张. 

9. 域的二次扩张 E / F ( IP [ E ： F ] = 2) 必是正规扩张.试决定 
二次扩张的伽罗瓦群. 

10. (1) 如果 E / M 和 M / F 均是域的正规扩张，试问 E / F 是 
否一定为正规扩张？ 

(2) 如果 E/F 是正规扩张， M 是它们的中间域，试问 E/M 
和 M / F 是否一定为正规扩张？ 

11. 设 E / F 为代数扩张. 求证: E / F 为正规扩张 ㈡ 对于 F [ x ] 
中任意不可约多项式 / U ) ， / U ) 在 £：[ x ] 中的所有不可约因子均 
有相同的次数. 


3.3 伽罗瓦扩张，基本定理 

现在开始介绍域的伽罗瓦理论，这个理论的核心是谈域的扩 
张 E/F 和其伽罗瓦群 Gal ( E / F ) 之间的关系.在本书中我们只限 
于谈有限扩张的伽罗瓦理论. 

设 E/F 是域的扩张， Gal ( E / F ) 是其伽罗瓦群，即 
Gal ( E / F ) - { 域自同构^:芯二对每个 a 6 F } 

另一方面，设£：为域， G 为 AutE 的子群，定义 

Inv ( G ) — {a ^ E \ aia ) — a ， 对每个 a ^ G ) 

这是 E 的子域，叫做是£:的 G - 固定子域.于是我们有两个 映射： 
Inv ： { AutE 的子群 } — 的子域 } ， 

G —► Inv ( G )； 
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GaKE/) : {E 的子域 } — { AutE 的子群 }， 
F^Gal(E/F). 

这两个映射有如下性质. 

引理 6设 E 为域， G ， G ， G 2 为 AutE 的子群. 

则 

(1) G^G ? ㈡ InvOSdginvO^). 

F^F 2 ^GaKE/Fi )^Gal(E/F 2 ). 

(2) InvoGal ( E /)( F )- Inv ( Gal ( E / F ))3 F . 


Gal(E /) 0 InvCO^GaKE/InvOSG. 


(3)Gal(E/)«Inv°Gal(E/)(F)^Gal(E/F). 


Inv o Gal ( E /) 。 Inv ( G ) = Inv (( S ). 

证明 （1) 和 （2) 由定义直接得出.现证 (3). 由 （2) 我们有 
[ Inv 。 Gal ( E /)]( Inv ( G )) ^ Inv ( G ) ； 

另一■方面因为 

GaKE /) o Inv ( G ) ^ G , 


从而由 （1) 又有 


Inv 。 （ GaKE /) 。 Inv ( G )) ^ Inv ( G ). 


因此 

Inv 。 Gal (£7) 。 Inv ( G ) — Inv ( G ). 

同样证另一公式. 

引理 7 (1) 设 E / F 为有限扩张.则 

| Gal(E/F) |<[E ： F] 

(2)( Artin ) 设 E 为域， G 是 AutE 的有限子群， F = InvG ， 

则 

证明 （1) 令 (⑴， 的代数闭包 . 由引理1 
可知 F- 嵌入 F( ai )— 的个数 : F] ， 每个 F- 嵌入 a : F 
(cn)—D 扩充成嵌入 F( a ]， a2 )—D 的个数 <[F( ai ， a 2 ) : F(a 2 )], 
… ，于是 F- 嵌入 E = F( ai ， … ，％ )— 的个数 <[F( ai ) : F][F 
(ai ，奶 ） ： F(ai )]•_•[£ : F(ai ，…， i )] —[E : F ]， 特别地更有 

181 




| Gal ( E / F )|<[ E ： F ]. 

(2) 令 I G |. 对 m > n ，我们只需证 E 中任意 m 个元素， 
…，必然 F - 线性相关. EG ={ w ， …， 7} n )，7 jl = l 为 E 的恒等自 
同构.由于 rn > m . 从而域 E 上关于々，•••,&的线性方程组 

m 

y^j Tj t (u j )x j = 0 (1 ^ Z ^ 72> ( * ) 

尸1 

有非平凡解汍，… ，心） 关 （0, …， 0). 设(仏 ，… ，心）是方程组 （* ) 
所有非平凡解中非零分量个数最少的一个解， 

必要时将％和: r , 的下标作适当的置换，不妨设&关0.由于（1， 
紆％，一，斤 1 心）也是方程组（0的解，因此又不妨设6 1 =1.如果 
b } { 均属于 F ， 则由 （* ) 中第一个方程 

m 

y] Ujbj =0 (bi = 1) 

即知是 ^ 线性相关的，从而完成了证明.现在用反证 
法证明以:假如有化硭 F ， 不妨设 6 2 $ F = InvO ；)， 
于是有使得 Vk ( b 2 )^ b 2 , 将方程组（ * ) 作用 y 则为 

m 

2 ^rjkrji){u } )rjkib } ) = 0 (1 

由于 G 为群， （ w ，…，％ 7 „)为{? 71 ，…， >} 的置换，从而 

m 

^7ji(Uj)n k (bj) =0 (1 <n). 

这表明（1 =少他），少（化），一，少（〜））也是（* ) 的解.于是 (0,6 2 — 
yk ( b 2 ) ， …， b m — yk ( b m )) 也是 (* ) 的解.由匕(办 2 ) 知这是非平 
凡解，但此解非零分量个数比（1， 匕，… ，‘）中非零分量个数要小， 
这就导致矛盾，从而完成了证明. 

从上述两个引理我们可提出一系列问题： （1) 有限扩张 E/F 
何时 | Gal (£：/ F )|=[ E : F ]? (2) 设 G 为 AutE 的有限子群， 
Inv ( G )， 何时 | G|=[E : F ]? (3) 映射 Inv 和 Gal ( E /) 在何种情 
况下是互逆的？伽罗瓦理论是 说:对 于一类特殊的域扩张，上述问 
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题均有很好的答案，这种特殊的扩张就叫做是伽罗瓦扩张. 

定义 域的可分正规扩张叫做是 伽罗瓦扩张. 域的有限可分 
正规扩张叫做 是有限伽罗瓦扩张. 本讲义只谈有限伽罗瓦扩张. 

注记 （1) 我们只对代数扩张才定义正规性和可分性，因此 
伽罗瓦扩张均是代数扩张. 

(2) 当 F 为完全域时， F 的正规扩张即是伽罗瓦扩张. 例如 : Q 
(於， oO / Q 是可分扩张（由于 Q 为完全域），（其中⑴二 ㉟ ），又是正 
规扩张（因为 2( 於， O ；) 是: T 3 —2在2上的分裂域），于是为伽罗瓦 
扩张 . Q (於) / Q 可分但不正规，尽 （ fO / PVU ) 正规但不可分，从而 
均不是伽罗瓦扩张. 

现在给出有限伽罗瓦扩张几种不同刻画方式. 

定理8 设 E / F 为域的伽罗瓦扩张，则下面三条件彼此 
等价. 

(1) E / F 是有限伽罗瓦扩张. 

(2) E 是 F [: r ] 中某个吋分多项式在 F 上的分裂域. 

(3) 存在 AutE 的有限子群 G ， 使得 F = Inv ( G ). 

进而，当 （1) 成立时，令 G = Gal (£：/ F )， 则 F = Inv ( G ). 于是 
| Gal ( E / F ) | = [E ： F ]. 

而当 （3) 成立时，即 F = Inv ( G ) 时，则 G = Gal ( E / F ). 

证明 （1)^(2): 由于 E / F 是有限可分扩张，从而是单扩张， 
£：= F ( a ). 令 a 在 F 上的极小多项式为 /( X )， 由于 a 为 F 上可分 
元素，从而 /( X ) 是 F [: T ] 中可分多项式.由于 E / F 正规可知£包 
含 /(： r ) 在 F 上的分裂域，于是 E 也就是 F [: r ] 中可分多项式 /(: r ) 
在 F 上的分裂域.最后，由定理5的系2即知 

| Gal ( E / F ) | - [E ： F ]. 

(2)二>(3):设£:是 F [: r ] 中可分多项式 / U ) 在 F 上的分裂 
域，则 E/F 为有限扩张.令 G = Gal ( E / F ), 由定理5的系2知道 
⑹ =[£： : F ] ，从而 G 为 AutE 的有限子群•令 r = In V ( G ) ，则£： 
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于是 E 也是 / U ) 在 圹 上的分裂域.由于 /( x ) 无重根， 
由定理5的系2 

I Gal(E/F r ) I - [E ： i^]. 

但是 

Gal(E/F’） = Gal(E/) 。 Inv(Gal(E/F)) = Gal(E/F) = G, 
于是 

[£：: F，] = I GaKE / F ， ) |-| G | - [E ： F], 

再由 F ' QF 即知 F ' 二 F ， 即 F = Inv (⑺，而 G 为 AutE 的有限 
子群. 

(3)=>(1) :设 G 为 AutE 的有限子群， F = In V (⑺，由 [E : F ] 
<| G | 可知 E / F 为有限扩张.设 a eE ，/(： r ) 为 a 在 F 上的极小多 
项式.令中元素作用下得到的全部象元 
素，则且两两不同.令 


m 

gix ) = JJ (x — r,-), 

对每个 这表明 均 

为 /Or) 的根，从而 gCr)|/(:r). 又由于 a 作用在 {n， …，^}上为 
置换，从而 


a(g(x)) = JJ (x —(tO,)) = JJ ix — ri) = g{x) 

f=i i=i 

于是 gU ) 的诸系数均属于 Inv(G) ，即 g ( x)e F[x], 但是 

/(:r) 为 F [: r] 中不可约多项式而 g (: r) |/U)， 从而 

g-(x) — fix ) = (o： —ri)**'(x —r m ). 

由于 r, 两两不同，从而 /(：r) 是 F[:r] 中可分多项式.于是 E 中元 
素 a 在 F 上均是可分的，从而 E / F 为可分扩张.进而，由于 r 
(l<〗<m)， 从而 /(x) 在 E 上分裂.也就是说，每个 F[x] 中不可 
约多项式 fU ) 若在 E 中有根 a ，则必在 E 上分裂，于是 E / F 为正 
规扩张.从而 E / F 是有限伽罗瓦扩张.于是 

Gal(E/F) - GaKE/InvG) ^G, 
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从而 

[E: F] =| Gal(E/F) |>| G |^[E： F], 

从而 

Gal(E/F) = G. 

系若 E / F 为有限伽罗瓦扩张， M 为 E / F 的中间域，则 E / 
M 也是有限伽罗瓦扩张. 

证明由定理8的 (2) 即知. 

定理 9 (基本定理）设 E / F 为有限伽罗瓦扩张， G=Gal 
(E/F) ， r = {G 的全体子群 } ,S-<E/F 的全体中间域(包含 E 和 
F )} •则 

(1) Inv : r — S 和 Gal ( E /) : S — r 是互逆映射，从而给出集合 
2与 r 之间的反序一一对应. 

(2) 设 H 2 er , M t = Inv ( H ) G = l ，2)， 则 

Inv(Hi U W 2 ) = Mi fl 純， 

Inv(Hi H H 2 ) = MiM 2 . 

其中 H 1 \ JH 2 为由叶和生成的 G 之子群， MM 2 表示域的 
合成. 

(3) 令 Her 对应于 Me S (即 Inv(H)=M, H = Gal(E/ 
M)). 则 [E:M]=|H| ， [M: F]=|G/H |( 如图所 示). 

E {l}(-Gal(E/E)> 

I i 

(Inv(H) = ) M H(= Ga\(E/M)) 

I I 

F G(= Gal(E/F)) 

(4) H 为 G 的正规子群 ㈡ M / F 为伽罗瓦扩张.并且在这种情 
况下 Gal ( M / F )^ G / H . 

证明 （1) 当 M 6 S 时，由于 E / M 为有限伽罗瓦扩张，从而 
由定理8的后半部分， Inv ° Gal ( E / M )= M . 同样地，若 HGA 则 
E / Inv ( H ) 为有限伽罗瓦扩张并且 

Gal(£：/) 。 Inv(H) = H. 
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因此 Inv 和 GaKE /) 为集合 r 与 2 之间互逆映射，从而均为一一 
对应，而反序性是由于引理6的 （1) 即得. 

(2) 由反序性可知为同时包含和的最小子 
群，它应当对应于同时包含在从和从 2 之中的最大子域，即对应 
于]\^门从.类似可证明另式. 

(3) 显然. 

(4) 若 M = Inv ( H )， 则对 

\ nv ( aHa ~ l ) = {a E \ cha ~ l ia ) = a , 对每个 /i 6 H } 

= {a ^ E \ ha~ l ( a ) = a~ l ( a ) ，对每个 h ^ H ) 

={ aia ) 6 E I h ( a ) -…对每个 h e H } 

即 H 的共轭子群 a %- 1 对应于 M 的共辄域 a ( M ) ， 因此： 

H 为 G 的正规子群 ㈡ (对每个 aGG ) 

㈡ cj { M ) — M (对每个 a 6 G ) ( * ) 

令 n 为 E 的代数闭包，从而也是 M 和 F 的代数闭包，设 r : 
M — 为 F - 嵌入，贝！ | 可扩充成 F - 嵌入 a : E — D . 由于 E / F 正规， 
因此 

a e Gal ( E / F ) - G . 

于是若 （* ) 式右边成立，则 r ( M ) = cj ( M ) = M ， 即 M 为 F - 自共轭 
域，即 M / F 为正规扩张.另一方面，由于 E / F 可分，从而 M / F 也 
可分，于是 M / F 是伽罗瓦扩张.反之若 M / F 为伽罗瓦扩张，对每 
个 KG , jU 为 M 到 n 中的 F - 嵌入，由于 M / F 正规可知 ( j ( M ) 
=M 

最后，如果 （* ) 式右边条件成立，作映射 

cp • Gal ( E / F ) -► Gal ( M )/ F ) ， a ~* a \m 
(由 ^ iVO ^ M 可知 aUeGaKM / F ))， 这是群的同态，并且 
a e Ker < p ㈡ a U 为 M 的恒等自同构 
㈡ a 6 Gal ( E / M ) , 

即 
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Ker<p — GaKE/M) 

于是诱导出群的单同态 

Gal ( E / F )/ Gal ( E / A ^) — Gal ( M / F ). 

但是 

I GaKE/F)/GaKE/M) |- 浸 

- [M ： F ] - I Gal ( M / F ) | , 

从而有群同构 

Gal ( M / F ) ^ Gal ( E / F )/ Gal ( E / M ) = G / H . 

以上便是域的伽罗瓦理论中的基本定理.这个理论由伽罗瓦 
于 1830 年前后发现， 1894 年狄德金在为狄里克雷 ( Dirichlet ) 《数 
论教程》一书作的第11个附录中对这一理论作了系统阐述，并且 
更强调域论侧面. 1948 年阿廷所写伽罗瓦理论讲义成为后人的样 
板.我们在下节讲述方程的伽罗瓦群，它更接近于伽罗瓦的原始想 
法.在这之前让我们举一些例子. 

例 1 :是 (x 2 —2)(x 2 —3) 在 e 上的分裂域， 

从而 E / Q 为有限伽罗瓦扩张. 易证 7^备0(#)，因此 [£： : G ] = [G 
(72,73) : Q (72)][ Q (72) : 0] = 4,从而 | Gal (£：/0)|=4. G=Gal 
iE / Q ) 中每个自同构 a 由它在#和#上作用完全决定，由于 a (72) 
=±拉， 从而 G 中四个元素可列成 下表： 



G 有三个2阶子群，分别由 tn ， a 2 和 tnaa 所生成.由 G 的全部子群 
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我们得到 E / Q 的全部中间域.例如子群 〈tnm >对应中间域 0( 在)， 
这是因为 

0\02 (v^) ~ £Tl£T2 0/^") • 0\02 

二(―73)(~72) = 76, 

从而 0(76) ^ Inv(<£Tl£T2 >) ; 

但是 [InV(£Tl£T2) 1 Q ]= [G • <£ Ti £T2>] 

= 2 = [Q (在） ： Q]， 

所以 G(6) = Inv(<£Tl£T2>). 

整个子群和中间域对应关系可绘成如下的图 8: 


(域） 

E = Q (72, y 3) 



Q(72) Q(76) Q(73) 





e / q 应当为单扩张.考虑元素它在 g 的作用下共有 
四个共轭 元素： 土 #±7^，因此在 q 上的极小多项式为 
(x —^/2 — (x +— ( j ： — (x++y^) 

— { x 2 +5 + 2 >/6) ( jc 2 +5 — 2 >/6) 

—x 4 + 10x 2 + 1 ， 

从而 

[0(72+73) : e ] = 4. 

但是 

£3 6(72+73), [E：Q] = 4, 

因此 E= 0(72+73). 
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例 2 E = Q ( v ^2, f ： 为 x 3 _2 在 0 上的分裂域， 

因此 E / Q 为伽罗瓦扩张，并且 [£ : Q ] = 6. (—方面 

[£： ： Q] = [Q (於，⑴）： Qico ) TQ ( co ) : 0] < 3 • 2 = 6; 

另 一 '方面， 

2 = [eu) :e] I [pq ]， 

3 = [e (方） ： e] I [e : g]. 

于是 6|[ E : Q ]， 即 [£：: Q ]>6 .从而 [£：: Q ] = 6). 

G = Gal (£：/ Q ) 中六个元素由在方和 w 上的作用所完全决定，但是 
对 crG G ? ctCv ^) —\[2^ \[2 a > ^^[2 w 2 ， <7(0；) 或 w 2 ，于是 G 中六个 
元素列成 下表： 


\\ 

a\ = 

n 

CO 

CO 

02 = 

\f2co 

as —^f2(x} 

置换表示 

a\ 

n 

CO 

CO 

^2a> 

V^2w 2 

1 

02 

n 

CO 2 

aj 

^2co 2 

^2a) 

ia2QZ ) 

GZ 

^2a> 

CO 

co 2 

^2a> 2 

n 

(ai Q2Q3 ) 


^2a> 


CO 

n 

V^2w 2 

(cri 02 ) 

as 

^2co 2 

aj 

co 2 

n 

^2a> 

(ai 02(23 ) 

^6 

^f2oj 2 

2 

CO 

CO 


^2a> 

(aia3 ) 


由最后一列 G 的置换表示，可知 G 同构于X 3 — 2的三个根 ， a 2 ， 
a 3 的对称群 s 3 . 它的全部子群以及对应的中间域如图9 所示： 



其中交错群 A 3 是 S 3 的正规子群，从而 QU)/Q 为伽罗瓦 扩张. 
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〈( aia2 )>，〈U 2a3 )> 和 〈（ 01 « 3 )> 为 G 的三个共轭子群，对应 2( 方 
J)，gd) 和 0( 方)是彼此共轭的三个域.最后，£70是单扩张， 
E = Q ( co +^ f 2). 

例 3( 分圆域）设户为奇素数， = e 2W//I ，£* = 


Q(?) 为/ — 1的分裂域，从而 E/Q 为伽罗瓦扩张 .C 为 

fix} = {x pn — 1)/(JC 广 1 — 1) 

= 广 +X (广 2 ) 广 1 +… +X〆 + 1 


的根，令#工)=/(工+1)，则 
(jc + l) p — 1 


g (^) 


X 


p n 


u + l )^ 1 -1 




X 


(广 1〉〆 


jr-l 


(mod/?). 


x l 


换句话说，多项式 gix)^Z [工]展成 x 的多项式之后，除首项系数 
为1外其余系数均为户的倍数.又由于 g(0)=/( l)=A 从而 
g(x) 的常数项& (0) 不为妒的倍数.由爱森斯坦判别法可知 gi ^) 
从而 /(x) 是 0[x] 中不可约多项式，于是 /G：) 是〔在 Q 上的极小 
多项式，而 [E : Q ]^ cp { p n )^{ p - l ) p n ~\ 像定理 5 系 2 后面的例 
1所作的那样，可知 G=Gal(f：/0) 同构于 (Z/，Zr ，从而 Gal(E/ 
g ) 是〆，）阶循环群.例如对炉=9,则 e(? 9 )/e 的伽罗瓦群是由 
a 生成的 6 阶循环群，其中 £T(〔 9 ) = C_，（ 2 为模 9 的原根 )• 于是子 


群和中间域的对应如图10 所示: 




例4 有限域 F 9 (<?= 圹， m>l) 的每个有限扩张均是有限域 
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p >( n > l ). 由于是 〆 一 工在匕 上的分裂域，因此有限域的有 
限扩张均是伽罗瓦扩张. 

例5设 K 为域，£=尺(^，…， xj 是域 K 上关于文字: 
…，的有理函数域. a ，…， 的初等对称函数是 

n 

P\ = 2々， 

i ==1 

% 

p2= D Uj， …， 

Pn= XiX Z —X n% 

令 K (户 ! ，… ，九） . 由于 £ 是 / (x) = :r n — A：r n — 1 + …+ 
(—l) n /? n = 〜)在 F 上的分裂域，而 /O) 的根工1， 

…， x„ 彼此相异，从而 E/F 为有限伽罗瓦扩张.我们来决定 G = 
GaKE/F). \lk S n 表示 {xi ，…， } 的对称群.对于 aGS„, 

/( jci ，…， G K( j ： i ，…， jc „) = E 
(即 /( A ，…，: rj 是有理函数），定义 

£ T (/( xi ，•••，〜））= /( CT ( 工 1 ) ，…，(7(工 „)) ， 

易知 aGAutE. 由于 px， …， p n 是工1，…，的对称函数，从而 

于是 £r6G=Gal(E/F). 于是 S'„ 成为 G 的子 
群.但是 |Sj=n !，而£:是 n 次多项式 /U) 在 F 上的分裂域，从 
而 |G|=[£：: F]<n! 这就表明 G=S„. 

这里我们顺便证明了 K (九，…，.换句话 
说， JC (: Ti ，… ，: r„) 中关于 jci ，…，对称的有理函数必然是户1，…， 
Pn 的有理函数. 


习 题 

1•设 “）， “ 2 = (9 — 5#)(2— #) •求证 E/Q 是 

伽罗瓦扩张，并决定伽罗瓦群 GaKE/Q). 

2.设 £=C(0 (有理函数域）， a，feGal(f：/C)， 其中 a ⑴ =W， 
e W3 ， r ⑴ =i— 1 而 C 为复数域. 求证： 
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(1) t •和 a 生成的群 H 3 是 Gal (£：/ C ) 的6阶子群. 

(2) Inv ( H )= C ( f + r 3 ). 

3. 设域 F 的特征为素数户， £ 76 0=0 3 1(八工)/^')，其中 £ 7(工） 
=： r + l . 令 H 为由 a 生成的 G 之子群，求证 | H | = A 试问： 
Inv ( H ) =? 

4. 设域 F 的特征为素数 p ， aGR 求证： 

(1) ： r — a 为中不可约多项式 ㈡ 不存在 cGF ， 使 

得 a = c p ~~ c . 

(2) 如果 x p — x ~ a 在 fTx ] 中不可约，令 a 为的 
一个根.求证 F ( a )/ F 为伽罗瓦扩张.试决定伽罗瓦群 Gal ( F ( a )/ 
F ). 

5. 设 L 和 M 均是域£：的子域. 求证: 如果 L / LHM 为有限伽 
罗瓦扩张，则 LM / M 也为有限伽罗瓦扩张，并且 

Gal ( LM / M ) ^ Gal ( L/L fl M ). 

6. 设 E / F 为有限伽罗瓦扩张， N 和 M 为中间域， 

3 F ， 并且] V 是 M 在 F 上的正规闭包. 求证： 

Gal ( E / N ) - f ) oGaKE / WcT 1 . 

oeGaKE / F ) 

7 . 设 f ： 为: c 4 一 2 在 2 上的分裂域 • 

(1) 试求出 E / Q 的全部中间域. 

(2) 试问哪些中间域是0的伽罗瓦扩张？哪些域彼此共 
轭？ 

8. 卜3，求证<2(?)/<2是伽罗瓦扩张.求 G = GaKQ (?)/(2. 
列出 G 的全部子群和它们对应的 Q (?)/ Q 的中 间域. 

9. 对 C = e 2? ri /9 做习题8中的事情. 

10. 设 n 为大于2的整数， [ = e 2 咖，为实数域，求证 : Q(?J 

f^R—QC^-h^ 1 ). 

11. 设户为奇素数，求证 Q (6) 有唯一的二次子域 K (即 K 为 
(2( G ) 的子域并且 [K : QJ = 2. ) 进而， K 是实二次域(即 KGiO ㈡ 
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/?=1 ( mod 4). 

12 . 设 E / F 为有限伽罗瓦扩张.如果所有中间域 K ( F ^ K ^ 
E ) 对于 F 均有相同的扩张次数 [K : F ]， 求证对于这些中间域 K ， 
K / F 均是伽罗瓦扩张. 

13. (1) 求证是伽罗瓦扩张.并求此扩张的 
伽罗瓦群. 

(2) 求元素在在0上的极小多项式. 

o) ^m/6 e qcs +yio+/15). 

(4) 求在 g (在 +/ r ^+/ B ") 上的极小多 项式. 


3.4 方程的伽罗瓦群 

定义 设 F 为域， /(: c ) e _ F [: c ]， deg /( x )> l ， f ： 为 /(: c ) 在 F 
上的分裂域.我们已经知道 Gal ( f ：/ F ) 与分裂域£：的选取无关 ，而 
是 /( x ) 和 F 的特性，称作是 多项式 /( I ) 或方程 /( x ) =0 在域 F 
上的伽罗瓦群 ，表示成 Gal (/)= Gal (/， F ). 

记 /(: r ) = ( jc— n ) … （:r — r „ ) ， E ， E = F{ri »•••? r „)， 则 
每个 aGGaK /) 为 { n ， …， r „} 上的置换，并且由这个置换 所唯一 
决定.因此也可把 Gal (/) 看成是 ( n ， …， r „) 的对称群乂的子群， 
参见前节末尾的例2和例5,我们再给出两个例子 • 

例 1设 F 为域， n 为任意大于2的整数 . F 的特征为0或者 
为素数设 E 为/ — 1在 F 上的分 裂域. 由对 F 特征的假设 
可知/一 1为可分多项式，从而 E / F 为伽罗瓦扩张 • 设为£:的 
代数闭包，而中存在元素 匕 ，其乘法阶为这是因为 ，令" 
=种^是 n 的素因子分解式，其中 p '， …， p r 为彼此不同的素 
数，则方程 

(〆，. -lVCrM— 1 -1) 二 :^ 厂 ⑽- 1 
+ 工 《「 1 H - +1 
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而 D 中有根，它的乘法阶为灼而 

r 

卜 ITw ‘ 

i = l 

的乘法阶为…于是 : r rt — 1 = (:*: — 1)0—^ Kjt —^ 2 )•••(>— 广 1 ) ， 
从而 £= F (1， C ， …， r _1 ) = F (0. GaK £：/ F ) 中每个元素 a 由在？ 
上的作用所决定.由于 a (?) 也为乘法 n 阶元素，从而 a (?) = f ，（ Z ， 
n ) = l . 我们将此自同构记为&，从而得到群的单 同态： 

Gal ( E / F ) — ( Z / nZ ) * w — Z ( modn ). 

换句话说， GaKE / F ) 是 ( Z / nZ )* 的子群，从而是有限阿贝耳群.于 
是 / U)=f — 1在 F 上的伽罗瓦群 Gal (/) 是根集合 {1 ，？/，•••， 
一 M 上置换群乂的一个阿贝耳子群. Gal (/) 中每个元素 a 看作 
u ， c ， …， r —1} 上的置换有形式: 〆 D ， 其中 Z 
为与 n 互素的整数.注意 Gal (£：/ F ) 不必为整个群 ( Z / nZ )' 比如 
当氏 F 时， E = F ， 从而 GaKE / F ) 只是一元群. 

例 2 设1在域 f 上分裂，并且根 i ， c ， …， 两两 
相异.此 F ， £:为 a 在 F 上的分裂域•令冗£:为 〆 一 a 的一 
个根，则: r " 一^1在£:中有 n 个不同的根…， 6 f _1 ， 因此 E/F 
为伽罗瓦扩张并且 £ = F(W • Gal (£：/ F ) 中每个元素 a 将6映成 
它的 F - 共轭元素叱，将这个。记成〜，则因为？ GF ， 从而 

Oiib^ 1 ) = a t ib)^ = b^ } . 

设 a, ， &为 Gal(£：/F) 中两个自同构，则 

(70k^b) = Oii.b^ k ) = b^ k = (7i+k Cb} J 

因此我们得到群的单同态 

Gal(f：/F) —Z / tiZ (右边为加法群). 

oi i-^i(modn) , 

于是 Gal(£：/F ) 为加法群 Z/?iZ 的 子群. 因此是循环群，并且 
|Gal(£：/F)| 除尽 n. 

一般地，设 E/F 为有限伽罗瓦扩张，如果 GaKE/F) 为阿贝耳 
群，则称 E/F 为阿贝耳扩张.如果 GaKfJ/F) 为循环群，则称 E/F 
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为循 环扩张 .例 1 中 E / F 为阿贝耳扩张，而例2中 E / F 为循环 
扩张. 

引理8设域 F 的特征关 2，/ U ) 为 F [: r ] 中首1多项式， 
degf ( x ) 并且 /(. r ) 无重根.令 f ： 为 fU ) 在 F 上的分裂域， 

fix ) — (jc — r \) (x — r „) ， Vi G E = F{ri , •••, r „) , Gal (/) =Gal 
( E / F ) 看作是 S „ 的子群(即 { n ， …， r „} 上的置换群).令 

D = JX (n — 〜）， 

则 Gal (£/ F ) 的子群 Gal ( E / F ) RA n 对应的 E / F 之中间域为 
F ( D )， 于是： 

Gal (/) G A „ ㈡ D e F 

证明 因为 


[rT 1 …… rT l I 

因此当 a 为奇置换时， a ( D ) = — D . 而当 a 为偶置换时， a ( D ) 

于是 Inv ( F ( D ))= Gal ( E / F ) 门 A „. 证毕. 

令 

d D 2 — JJ (n — 〜) 2 ， 

则对每个 aGGaKEYF )， aW ) 二 a ( D ) 2 = ( 土 D ) 2 因此 dGF . 
称 d 为多项式 / U ) (在 F 上）的判别式，表示成 W /). 于是由引理 
8 可知: Gal (/) A A n 对应的域为 F (#) ，并且 

Gal (/) 匚 ㈡ dGF 2 ， 

由判别式的定义又知 j (/) = 0 ㈡ / U ) 有重根 • 下面给出以/)的 
一种具体算法 ：由于 

fix) = 分一 p ^ 1 + ptX ^ 2 -+ ( — lYpn 

= (jc — r !) • • • ( jc — r n ) ， 
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从而 



1 

• • • « 1 

•• 1 


1 

n 

… r ^ T 1 

d (/)= ' 

r \ 

• • • • 1 

• • « • 1 

•• r n 

• • 


1 

r 2 

… rT l 

! 

rT x 

• • • • < 

•• rT 1 


1 

r n 

… ^ T 1 

1 

So 


• • • 





二 ! 

Si 

St 

• • • 

S n 

• 



! 

Sn—l 

Sn 

… 5 27r -2 





其中& = Ed 为 n ，•••，「„的对称多项式.从而可表示成初等对 
2 = 1 

称多 项式外 ，…， Pn 的多项式.事实上 

5o ^ n, si pi, s 2 = p\— 2p 2 , 


53 = pl — 3 户1户2 + 3 户 3 ， 

5 4 = pi — 4 ： pip2 + 4 ： plp3 + 2pl — 4 户 4 ， …. 

当 = 2 时， /( jt ) = jc 2 — 户 1> 1：+/)2 6^ 7 [^：]，从而 


d 二 dif ) = 


2 pi 

p\ p\ — Apt 


=Pi —4/?2. 


设 E 为 /(： T ) 在 F 上的分裂域，则 £：= F ( V ^)， 于是当 dGF 2 时， 
Gal (/)={1}, Md ^ F 2 时， Gal (/)= S 2 ( 二元群)•当 n = 3 时， 
f \_ x }= X Z — piX 2 + p2JC~—pz G FD *：] ，则 




5 0 


52 


^2 

S3 

S2 

5 3 

s 4 


=— ^ P \ p 2 + Pfp 3 十 lSp 1 p 2 p 3 — 4 p 2 — 27 pl . 
特别对 /(：c)=:c 3 +p：c+ g ， 则 d(/) = —4〆一27g 2 •为了求三次方 
程的伽罗瓦群，我们需要如下的引理. 

引理9设 F 为域， /U) 为 F[x] 中首1多项式， deg/(x)=；2 
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> l ， E 为 /(x) 在 F 上的分裂域， 

fix ) = (x — n )...(x — r„) ， 

r , 6 E — F ( n ，•••，〜）， 

两两相异.则 /(i) 在 F|>] 中不可约㈡ GaK/) 在 {n ， 
…， r„} 上传递. 

证明> •.设 序 j < n. 由于 /U) 在 FDr] 中不可约，从而 

有 F- 同构以心:^^山“㈠^…然后^可扩充成 

V e Gal(E/F) - Gal(/), 

于是 7](r t ) = aCr { ) = r } , 

这就表明 Gal(/) 在 { n ，…， &} 上传递. 

设 Gal(/) 在 {n ，…， r„} 上传递，/\ (X)为 ri 在 F 上的极小 
多项式，则 /i(*x) 在 F[x] 中不可约，并且 / iCrJ ^O. 对每个 f 均 
有060 3 1(/)使得于是 

0 = fr(/i(ri)) = f l iairi )) = fiin ) (1 ^ z ^ n). 

由于 n ，…， r n 两两不同，从而 /JoOs/Xx)， 即 /(X) 在 F [: r] 中不 
可约. 

系 设 /U) 为 F[x] 中三次不可约多项式，则当 d(/)6F 2 
时 Gal(/)=A 3 ，而 d(/) 茫 F 2 时 Gal(/)-S 3 . 

证明 由于 S 3 的传递子群只有 A 3 和 S 3 , 再由引理8 即证. 
对于 n=4 .设 fix )= x A —/>ix 3 +/) 2 x 2 —/> 3 x +/> 4 €F[ x ] 为不 
可约多项式.为简单起见设 F 的特征为 0，E 为 /(x) 在 F 上的分 
裂域，则 E/F 为伽罗瓦扩张，并且 

GaKE/F) = Gal(/) 

为&的传递子群 .s 4 的传递子群共有以下 五种： s 4 ， a 4 ， a (正方 
形对称群，为 8 阶群，即是 〈（1234)，（12)(34)> 以及其共轭子群）， 
C 4 (4 阶循环群，即是 〈（1234)〉 以及其共轭子群），和 W={1，（12) 
(34)，（13)(24)，（14)(23)} (这是 S 4 的正规子群).，这里 （1234) 表 
示 (nr 2 r 3 r 4 ) 等等， n，r 2 ，r 3 ，r 4 是 /(:c ) 的 4 个根•令 
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a = nr 2 + r 3 r 4 , 

尽 =rir 3 +r 2 r" 

1 = nr 4 + r 2 r 3 . 

不难验证， F( a ，^， y ) 的固定子群为 Gal(/)AW， 于是 
Gal(E/F(a,/?,/)) = Gal(/) f ] W, 

这是 Gal(/) 的正规子群，从而 F( a y) /F 也是伽罗瓦扩张，并且 
Gal(F(a^,/)/F) ^ Gal(/)/Gal(/) fl 
可直接 算出： 

^(a:)= (x — a)(x — (x — /) 

= X 3 — p 2 X 2 + (pxp3 — 4/> 4 )o: 

— plpA ~ pi + ^p2pi 6 FDr] ( * ) 

于是 F(a，^，y) 是 g(:c) 在 F 上的分裂域.令 

m = [F(a,^,/> : F], 

由于 GaKF( a ，/?，y)/F) 为 S 3 的子群，从而 m 为 6 的因子，经过细 
致的分析可以证得如下的结果，（推导过程从 略）： 

w = 6㈡ Gal(/) = S 4 ， 
w = 3㈡ GaK/) = A 4 ， 
w = 1 ㈡ Gal(/) = W . 

最后当时，如果 /( x) 在 F( a ， 卢， y)Dr] 中不可约，则 G=D 4 . 
如果可约则 g = c 4 . 

例 /=x 4 +4o: 2 +2 为 2Dr] 中不可约多项式. 

由（ * ) 式算出 （x — a) (x 一 /) — a: 3 一 4x 2 — 8*x + 32=(a: — 4) 

(x 2 —8) .因此 {a，0，y} = {4, 士 2#} ， Q ( a 9 ^ y )= Q (^2) , m =2, 

于是 Gal (/)=_ D 4 或 C 4 . /的根为 ±\/:2"±vf， 因此 /U) 在 

中 可约： . 

fix) = (x 2 — ( — 2 +V2)) (x 2 — ( 一 2 —%/2) ) , 

于是 Gal( f) = C4. 

对于更高次不可约多项式 f(X )， 决定 fix) 的伽罗瓦群是一 
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个困难问题，这方面的一般性结果不多，下面是其中的一个. 

引理10 设 / Gr ) 是 2 Dr ] 中/>次不可约多项式，/>为素数，并 
且 /(： r ) 恰好有两个复根.则/(工）在2上的伽罗瓦群 Gal (/) = 
S p . 

证明 设 E 为 / Or ) 在0上的分裂域. 

E = Q ( r 】 ，，…， r p ) ， 

/(X) = (x —n).“（x —r 々 ）. 

由于 [2( n ) : ，从而 

P I [£：: G] H Gal (/) |. 

从而 Gal (/) 中有/>阶元素 cr . 但是 GaK /) 为 S p 的子群，而士中 
P 阶元素必是长为/>的轮换，即 fr = ( lj +2 …另一方面， n ，•••，〜 
中恰好有两个是共轭复根，不妨设为 n 和•令 c 的复共轭自同 
构在 E 上的限制为 rGGaK /)， 则 r=(l 2)，由于必存在々使 

= (1 2 i 3 -- n p ) , 

于是 Gal (/) 中有 r=(l 2) 和 V = 2心"^).熟知。和^生成 

S p ， 于是 Gal (/)= S P . 

例 由爰森斯坦判别法知 / Cr )= a : 5 — 4 o : + 2 在 20 r ) 中不可 
约.通过初等微积分计算可知它恰有三个实根，于是由上述引理可 
知 x 5 —4 o :+2 在2上的伽罗瓦群是 S 5 . 

一 个著名的问题 是:任 给一个有限群 G ， 是否有域的伽罗瓦扩 
张 E / F ， 使得 Gal ( E / F )= G ? 如果对基域 F 不加限制，这个问题 
是容易解决的.因为令 | G |= n ，则 G 自然地同构于 S „ 的子群•设 
K 为任意域，心，…，心为”个文字，/ h ，…， A 是它们的初等对称 
函数.根据上节最后一个例子， ，…， ，…， />„) 是伽 
罗瓦扩张，并且其伽罗瓦群为 S „ .设5是义的子群并且同构于 
G ， M = Inv (5)， 则由基本定理， KCn ，…， a )/ M 为伽罗瓦扩张并 
且其伽罗瓦群为 G 兰 G ， 于是，••.，〜） ， F = M 即为 所求. 
但是如果我们限定基域 F ， 则问题会变得相当困难，例如对于 F = 
G 的 情形： 
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对每个有限群 G ， 是否存在伽罗瓦扩张 E /0， 使得 GrKE / Q ) 
=G? 

1954年苏联著名数学家沙瓦列维格 OlkOapedmi ) 利用群论 
和代数数论一些深刻结果，证明当 G 为有限可解群的时候答案是 
肯定的.而对任意有限群 G ， 此问题至今未解决. 

习 题 

1. 设 F 为实数域尺的子域. / U ) 为 F [ x ] 中三次不可约多项 
式.求 证:若 W /)>0, 则 /( x ) 有三个实 根:若 c /(/)<0, 则 /( x ) 
只有 一 '个实根. 

2. 决定 /( x ) 在域 F 上的伽罗瓦群，其中 

(1) /( x )= x 4 — 5, F = g , 2( A ) 或 2(/^). 

(2) /( x )= x 4 -10 x 2 +4, 

(3) fix ) — 6 a :+3, F = Q . 

3 . 设 p 为素数， P — a 为 2 U ] 中不可约多项式. 求证: 
a 在 Q 上的伽罗瓦群同构于 p 元域 F , 上 2 阶一般线性群 

GL (2， F P ) 的子群 

{ | 6 Fp，k # 0 e 

4. 证明 g (^2 (l + 0)/ e 是四次循环扩张，其中 

附录 3.1 r /(>5) 次一般方程的根式不可解性 

现在，我们利用伽罗瓦理论研究本章一开始所谈的原始问题， 
即《次代数方程是否有一般的求解公式？确切地说，一般方程 
x n + a 1 a :『 1 + … + a „ = 0， a ,- 6 F 
的《个根是否可用域 F 中元素通过四则运算和开根号表达出来? 
更明确的表达方式则是如下的定义. 

定义 域的扩张 E / F 叫做是 根式扩 张是指 E = FW )， 并且存 
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在自然数”使得即 E - F (^), a 6 F . 

定义设 F 为域， / Or ) 为 F [: r ] 中首一多项式， deg /> l ， E 为 
/(工)在 F 上的分裂域.方程 /( x )=0 叫做在域 F 上根 式可解 ，是 
指存在域的扩张序列 

(* )F = Fi ^ F 2 ^ …= K 
满足如下两个条件： 

(1) F m / F ,( l « r ) 均是根式扩张，即 
■FVh = FiChai 6 F ， 

序列 （*) 称为根式扩张 序列； 

⑵ E^K. 

条件 (1) 是说从域 F 扩张成 K 是由有限次添加元素的根号而 
得到的，条件 (2) 是说/(工)的全部根均在 K 中，因此，这两条件就 
相当于说 /( x )=0 的根可通过 F 中元素的四则运算（域中运算) 
和开根号方式表达出来. 

为简单起见，像古典情形那样我们设 F 是特征0域. 

例二 次方程 x 2 + ax +6=0, a ，66 F ， 的两个根为 

X 二 +(—a 一 46). 

与它对应地可构作根式扩张序列 


F = Fi ^ F 2 = E, F 2 = Fi iva^—Ab). 

本节我们要证明的主要定理是 

定理 1设 F 为特征0域， /( x ) 为 FDr ] 中首一多项式， deg / 
则 / Cr ) =0在 F 上根式可解当且仅当 /(： r ) 在 F 上的伽罗瓦 
群 GaK /) 为可解群. 

让我们首先回忆第一章中关于可解群的定义和几个简单性 
质.设有限群 G 有正规群列 

G = G, t>G 2 t>->G s t>G^ =⑴， 

其中 G !> G , +1 表示 G i +1 是 G 的正规 子群. 如果 G ,/ G ,. +1 
均是阿贝耳群，则称 G 为可 解群. 
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[注记] 如果 &/0, +1 是 有限阿贝耳群，我们总可以在 G 和 
0, +1 之间添加有限个中间群，使相邻两群的商为素数阶循环群•所 
以在可解群的定义中将 条件： “ G ,/ G i +1 均是阿贝耳群”可以改成 
“&/0, +] 均是素数阶循环群”. 

我们只需要有限可解群的以下几点 性质： 

(1) 有限可解群的子群和商群仍是有限可 解群； 

(2) 若 H 为有限群 G 的正规子群，则 G 为可解群当且仅当 H 
和 G / H 均为可 解群； 

(3) 对称群 S 2 、 S 3 和 S 4 均是可解群，当 n >5 时， S „ 不是可 
解群. 

我们现在着手证明定理1，首先需要三个引理. 

引理 1设为素数，表示乘法阶元素）， E/F 
为夕次循环扩张，则有々6£：，使得 ^6 F . 因此 E/F 
是根式扩张. 

证明 取4£， 4 F ， 则 £= F ( c ).$ G = Gal ( E / F ) 是由元 
素。生成的，/= 1•记 

c, = fj" -1 (c) ^ Ed ^ i ^ p) 9 
则 aici ) = c i+ i ( - 1) , fj ( c p ) = ci •定义 

d 2 - d + … +cj ( 广 6 £， 

…(广 2); + q 少， = ra (注意 

0 ( 0 = 0 .于是 

a(df) ^o(d t y = (^d t y =dU 
从而必.考虑以为变量的线性方程组 

Cl +C 2 ^ +Cz^ 2i + … ( 广 川 =did < Z < />), 

左边系数行列式为1，〔，…，?的范德蒙 ( Vandemond ) 行列式•由 
于1，？，…， P — 1 彼此不同，系数行列式尹 0 ,于是 Q ， …， 4是 A ， 
… ，心的 F - 线性组合，因此必有 A 茫 F ， 取 即可. 

引理 2设 /( x ) 6 FDr ]，_ K / F 为域的扩张，则 / U ) 在 K 上 
的伽罗瓦群同构于 / Cr ) 在 F 上的伽罗瓦群的子群 • 
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证明设 E 为 / Or ) 在 F 上的分裂域， L 为 / Or ) 在 K 上的分 
裂域，/(工)在 £ 中根为 n ， …，〜 ，则 E=F(ri ,***, r„),L = K ( ri , 
…， r „). 于是有如下的域扩 张图： 

作映射 


<p : Gal(L/K) — Gal(E/F), 


L = K(n ， … ， r n ) 



K E = F(n ， … ， r„) 



F 


a a I e ? 

这是群的同态.对于 
trGGaKL / K ), 

a G Ker^j ㈡ tr 丨 e = 1 ㈡ ain ) = r, 
(1 < z . < n) ㈡ tr = 1， 


因此 Kerp ={ l } 为单同态.于是 GaKL / K ) 同构于 GaKE / F ) 的 
一个 子群. 

引理3设 E / F 为有限可分扩张， IV 为 E 在 F 上的正规闭 
包.如果 E / F 有根式扩张序列，则 JV / F 也有根式扩张序列. 

证明设 E / F 有如下的根式扩张序列 


F = [ F 2 […二 F^i = E, 

其中 F f+1 =Fi(di) ,dli Gdlj E=F(di , …， d r ). N/F 为有 
限伽罗瓦扩张，令 GaKJV / n ^ Usmw : F ]， 则 

N = F(di ， … ， d r ， (72(di ) ， … ， tT2 Wr) ， … ， tr„ Wl ) ， … ， fT n W r )). 


考虑如下的扩张序列 

F ^ F(d x ) S Fid, ,fT 2 (^i)) ^ … ， … ，〜（忒）） 


( 2 ) ( 3 ) 

^ PXA ，… <, a n idi )， c / 2 ) G … G FWi ，… ， tr n Wi )， c / 2 ，•" ， 


〜 ( d 2 ))G … QN . 

由于)=办 6 FW 0 ，从而 （1) 处为根式 扩张； 由 
于啦^^^尺义必“山……⑽彡沁从而^处为根式扩张纟由 


于 

anid 2 Y 2 = a n (d 2 2 ) G tr„(F 2 ) = a n (F(di)) ^ F(a n (di)) 
^ F(di , •••,a n (dx) ， d 2 ， … ， tT『i (d 2 )) ? 
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因此 (3) 处也为根式 扩张; 类似可证其他位置处均为根式扩张•于 
是这就是 N/F 的根式扩张序列. 

现在我们来证明定理 1. 如果 /U )=0 在 F 上根式可解，则有 
根式扩张序列 

出= K ， 

其中仄 ^=^04)，必 =a,€F,， 使得 K 包含 /(x) 在 F 上的分裂 
域 £：. 由引理3,我们不妨设 K / F 为伽罗瓦扩张（由于 F 的特征为 
0,这相当于假定 K/F 为正规扩张）.令[叫 ，… ，〜](最小公倍 
数）， 〔.若 K/F 为多项式 g(a：) 的分裂域，则 K(p/F 为 g(x) 
(x rt —1) 的分裂域，从而 K(〔)/F 也是有限伽罗瓦扩张，并且有扩 
张序列 

F^ f = K(p. 

其中 Fz^F/ 0 ^) ,F 3 / = F 2 \di)= : F 2(0 ^ …， FhV ^F— i , W r )= 
PV +1 (〔). 参见如下的扩张图. 



F'=F=F\ 

由上节一开始的例 1 可知'为阿贝耳扩张，由于 


F^ f = F/d )， 跑 G Fh 〜， 
并且乘法 nw 阶元素 
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卜 e up = f /， 

从而由上节一开始的例 2 可知 F , +1 7 F /(2« r ) 均是循环扩张， 
它们给出如图右边所示 Gal ( K ( C )/ F ) 的正规列.由于相邻两项的 
商群均是阿贝耳群， Gal ( K ( C )/ F ) 是可解群.因为 GaKK / F ) 为 
0 3 1(尺(〔)/10的商群，从而也是可解群.最后，^^£^<：，0 ? 11(£/ 
F ) 为 GaKK / F ) 的商群， Gal ( E / F ) 是可解群. 

反之，若 /(： r )=0 在 F 上的伽罗瓦群 G = Gal ( E / F ) 可解，其 
中 E 为 /( x ) 在 F 上的分裂域.令; 7=| G 卜 [ E : F ]， F ^ F , F 2 
d ， K - E ( p . 由引理 2， G a KK / F 2 ) = G a KE (0/ 
F (^) 同构于 Gal ( E / F ) 的子群，从而也是可解群.于是有正规列 
Gal ( K / F 2 ) = Hi 1> H 2 卜…= {1} ， 

次循环群，其对应的域扩张序列为 

… = K ， 

为 A 次循环扩张.由于 

pi I I Gal ( K / F 2 ) I ，从 而丸 I w ， 但匕 6 F 2 ，因此 6 F ,. 由引理 1 知 
Fm / F ,(2< f < r +1) 均是根式扩张.此外，我们有根 
式扩张序列 

F = £ F 2 =… G PVf 2 = K ， 

而 E ^ K - E (^). 于是 fix) =0在 F 上根式可解. 

作为定理1的应用我们来证明 n (>5) 次一般方程根式不 
可解. 

定理2设〃 >5, h ， …山 为 w 个不定元， F 为特征0域，则 
一般方程 

fix) = x n ~t x x ^ 1 +t 2 x n ~ 2 - k— = o 

在域，…， u 上根式不可解. 

证明设心，…，是另外 W 个不定元， 

g-(x) = (x — Xi )-*-(x — x n ) = — p\£ 广 ' H - h (— lYpn » 

其中 A ，•••，/>» 是 々，•••， 的初等对称函数•设 f ： 为 /(X) 在 
F ( G ， …山）上的分裂域，则 
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/O) = (x —^ 1 )*"(x — 3 ；„) = x n —tyX^ 1 H - h (— 1 )”“， 

E = F(ti ， … ， 4 ，： yi ， … ， 3 O = F(yi ，•••，％)• 

由于 {〖 1 ， …， 4 } 是不定元，存在唯一的环同态 

fT : ，…， 4] 一 F [/ h ，…，/)„]， 

其中 , cr |f = 1 •又由于{々，…， o :„ } 也是不定 
元，从而有唯一的环同态 

T : F \^ Xi ，…， : r „] — F [^1 ，•••，％]， 

其中 ， t|f = 1 . 于是 

za(ti) = r(pi) = r( S-^/i ** , ^>) = = U, 

从而 ra ~ 1 . 因此 

h G Kertr ==> a(h) — 0 => h => m(h) = 0, 

于是 tr 为单同态，又 tr 显然为满同态，从而 tr 是环 F \^ ti ，…， 4 ] 与 
F [/>] ，…，/>„]的同构.于是它可扩充成商域的同构(仍记成 tr )， 

cjiFUi r"jt n ) 2^F(pi ， … ， p n ), 

进而又可扩充为环的同构， 

a ： F(t ： ， … ， 4)[x] : xF(p\ ， … ， A) [ 工]， 

其中 a (: r )= x . 于是 

a(fix))= aix n — ， 1 工 “ H - h (— D n t n ) ~ x n ― p\X~\ - 

+ ( — \Ypn = gix). 

由于 F (: yi ，…，: y „) 为 /( x ) 在 F ( ti ，…， G ) 上的分裂域， Fh ，…， 
x n 、为 g (: r ) 在 F(pi , ••- , />„) 上的分裂域，从而 tr 又可扩充成域的 
同构 

p 1 F(w" ，： y„) 2^.F(xi ， … ， o:„). 

由于 

p(F(ti , 4 )) = a(F(ti ， •- *,4))= 八和，…， />„) ， 

因此 

Gal(F(^i ， “ • ， : y«)/F(h ， … ， 4 )) 

— Gal(F(a ： i • ,x n )/F(pi 
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但是我们知道右边伽罗瓦群 是& ，因此， GaKE / FU ，•••，&)) = 
S „. 于是由 [E : F(ti = n l 可知 fix ) = 0 的 n 个根 x ! ， 
…， A 两两不同，并且 /( x ) 在 Fih ，…， 中不可约，特别地， 
E / FU ， …山）是伽罗瓦扩丨张.由于^>5时对称群 S „ 是不可解 
群，根据定理1即知 /( x )』0 在， …， 4) 上根式不可解. 

又如在上节我们证明了 x 5 —4 x +2 在 g 上的伽罗瓦群是 S 5 ， 
从而方程 x 5 — 4 x +2=0 在 g 上是根式不可解的. 

定理2是一种否定性的答案.另一方面，由于 S 3 和&为可解 
群，由定理1知道三次和四次方程在特征0的域上应当有解的一 
般公式（即应当根式可解），现在我们就来推导它们的求解公式. 

三次方程的卡当 （ Cardano ) 公式 • 

设厂为特征0的域， 

fix) = x 3 — hx 2 +t 2 X — t 3 G F(ti “ 2 山） [X ]， 

记为 /(X) 在 FUl ， t 2 ，〖 3) 上的分裂域，则 /O) = (^― Xi ) (X — 
x 2 )(x—x 3 ) 和 E=F(xi ,x 2 ， X 3 ). 作代换 

: y ,= 石 —（1 < z ’ < 3) ，贝 IJ 

g ( y ) (y — yi)(y — y2 )(, y ~ ys ) y 3 +py +q 

其中 K — FCp^q , t \ ) ~ F (^ t \ ，/ 2 ) ， 

1 2 1 
P = -+ t 2 5 q = — + 了 — G . 

d 二一 4/> 3 —27 g 2 为 g (: y ) 的判別式， *^(3^ ，: y 2 9 y^)/K 为伽罗瓦扩 


张，价#)对应 Gal(K(^i^2 , ys )/ K )^ Sz 的子群 A 3 . 如图 


F(ti ，心，尤 3 )= F(p,q,ti) 


S3 > A3 

个 


个 

K ( v ^) 


> { 1 } 


^ E 


= Kiyi ， y 2 ， y 3 ). 


由于 A 3 为3阶循环群， £：/K(v^) 为 3 次循环扩张，根据定理1的 

证明我们需要把乘法3阶元素 o； 添加到 K(v^) 之中，易知 £Xo；)/ 
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仍是 3 次循环扩张，由引理 1 和它的证明可知这是根式 

扩张.令 


GaKE/co)/K{Jd , o>)) = (<j I a 3 = 1 ) 9 
其中 a ( yi )^ y 2 ^ aiyz) = yi ^ aiyz )= y \- 定义 a + w ： y 2 + w 2 ： y 3 ， 

之2 = 3 ? 1+(^ 2 3 ? 2+(^> ? 3#(之3 ；= 3 ; 1+：> ? 2+3 ; 3 = 0)(*).则 cr(^i ) ~ w~ l 

之 1 ， 2 T ’? € 尺(\/5"，⑴）而 ECco ) = K ( v ^， ⑴， ，之 2 ) • 事实上，令 

U 二 y\y 2 +^ 2^3 +^ 3^1 ^ y = yiy\ +yzyt +ysyi » 

则 注意 : yi +> +^3 = 0, yiy 2 y 3 = — q) t 

4 d ~ yz )( y 2 —^3)(^3 - ^ i ) = C 7 — V , 

+：yl +：yi = — 3 g. 

于是 

+ 3 cJJ + 3 co 2 V + 6 ^i ^ 2^3 
^ 3 q +3 w [^^) + 3^(^^)~6 q 



而 d = —音 7— 3 <i —警 g . 于是 


々 = aJ - y 1 ? 七 \/ 导 ( 4 汐 3 + 27<?2 了， 

。 ^ V ~ f 9 Vf (4/,3 + 27 ^ 


注意 Zl 和 Q 值的选取应当使得 

zi z 2 = iyi +coy 2 +a> 2 ys)^yi +co 2 y2 + coy s') 

=：yf + ：yi + ：yi — (^i yz +3^3 +3^1) 3 />. 

再由 （*) 式得到 


: y ! 


—-(^1 + Z2 ) » y2 = -^-(c0 2 Zi + 0 ^ 2)9 
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^3 


(cOZ\ CO 2 Z2). 


最后给出 


0 C \ 


+ a + /?， .r 2 


_ ,i + 


了 3 




其中 


a ='/ 一吾 + y ~( q / 2 ') 2 ~ J \ - ( p / 3 ) 3 ， 


P 号 —a/( g/2) 2 + Cp/3y , o§ =— p/3. 

这个三次方程的求解公式称作是卡当公式. 

例1在复数域 C 中解方程 7 3 +3 x +2 = 0. 

由于/ >=3， g 二 U = — (4/> 3 +27 g 2 )〈0, 从而方程只有一个 
实根. 


a — V— 1 +V^ G Rf /3 = a/- ^ - ―找 G 




方程的三个根为 


Xi ^ a + ^ R, X2 = aw 2 + = x 2 = aco + ^oj 2 •, 


其中 co ^-^ c—i +y 3). 

例 2 在复数域 C 中解方程 x 3 — 7： r +6=0. 

此时 —7, g =6,^= —(4/> 3 +27 g 2 )>0, 因此方程有三个 
实根.事实上，三个根为一1，2和 一3 .但是若用卡当公式，则得到 


X ! =- (j3 + (io/9)(y=T) + (^f-ao/my^). 

令3 + 孕 ■/- 3 = re 。() ，则 r = -|-^1029 , cos 0 = ， 

而方程的三个根为 一 2 r 1/3 c OS (~|+ 字 )， i = 0，1， 2 . 算出它们为 


1，2和 一3 并+是很容易的. 
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现在谈四次方程 

z 4 + ai2 ： 3 + a 2 2 r 2 + a 3 2 ： + a 4 — 0. 

令 z = x + + ai ，则方程化为 

x 4 + /> x 2 + gx + r = 0 . 

设根为 Xi ， x 2 ， x 3 ， x 4 , E = F(xi , x 2 , x 3 ，: r 4 )，F 为特征 0 域，此方程 
在 F 上的伽罗瓦群为5 4 ，它的可解列和对应的中间域如下图 
所示： 

s 4 d > a 4 d > W \> V >{ 1 } 

I I Ilf 

FdF (^ fd ) CZA1CZA2CZ E 

其中 W ={1，（12) (34)，（13) (24)，（14) (23)}.， V ={1，（12) 
(34)} ，令 ft = ( x !+ x 2 ) (、 r 3 + x 4 ) ， 0 2 ==(々+ X3 ) ( X2 + x 4 ) ， ft = 

(: ri + x 4 ) (: r 2 +： T3 ) ， A = F ( di ，❹ 2 ， dz ， V ^) ，可直接验证 GaKE / A ) 
，于是 A = Ai ，可直接算出 


f ( d )= ( d - 60 ( 6 - 62 ) ( 6 - 63 ) 

^^~2 pd 2 + ( p 2 - Ar)d + q 2 9 

这是三次方程，解出 ft ，02, ft 之后，我们有 


(xi + X 2 ) (X3 + X4 ) = ft ， 
(-Ti + 工 3 ) (X 2 + X4 ) = 02 f 
(Xi + X 4 ) ( X 2 + 工 3 ) = 03 ， 

由此解出 

Xi + X2 ~ CC\ j 
JCI + x 3 = a 2 f 
Xi + X4 ~ as j 


(xi + X 2 ) + (x 3 + x 4 ) = 0 ， 
(xi + x 3 ) + ( x 2 + x 4 ) = 0, 
(xi +x 4 ) + (x 2 +x 3 ) = 0. 

X3 + x 4 = — a \ 

+ x 4 = — a 2 
x 2 +x 3 —— a 3 


其中 a , 为土 7 — ft . 由于 

(xi + x 2 ) (xi + X3 ) (Xi + x 4 ) = xf (xi + x 2 + + x 4 ) 


+ { JC1X2X3 + x 1 x 2 JC.i + X1X3X4 + X2X3X4 ) =— g ， 
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因此 m 符号选取要使得= — q . 然后由 

2 工 1 — (xi Xi ) -\- x$ ) -)- (xi + X4 ) — a\ ct2 ~h q^3 

得到 


= ~2 (<^1 +奶 +«3). 

类似地得到 

x 2 = 音 (ai — a 2 — a 3 ) ’ x 3 = ai + a 2 ~ as), 

•^4 — 音 ( — a\ — ai +a3). 

例求 d + d + d + z + l ^ O 的4个复根. 

令之= T — 士 ，方程变为 


4 I ^ 2 1 ^ \ 

X + -TTX + —X + 
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256 


0 . 


于是 p = q z 


.205 

256 


，庆方程为 




i = a 


此三次方程的三个根为 ft =— |， ft = 5 +^ Q , 0 3 = 豆-广 . 
于是 ai = ? ai — a / 5 -)-\/20 i /2 ， a 3 — v ^20 i /2, (^ aia 2 a $ = 

—Q = —音），从而 

z i = |- + y(ai + a 2 + a 3) 

—- 1) - K/io + 2 i ] ’ 

^2 = ^ ~ a 2 — a 3 ) 

=+ [- 1) v^lO + 2 V ^ i ] ， 
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~ ~2 cn +«2 — a 3 ) 

-+ [(-A — l ) - k / Ut ^]， 

^4 = — -^- + + ( — a\ — at + « 3 ) 

=-i-[(-/5~l) -k/io"-!"^]. 

习 题 

1 . 将 cos 40° 和 C0S f 表示成根式形式. 

2. 求下列方程在复数域 C 中的根 

(1) P — 2: r +4 = 0， 

(2) 工 3 — 15x+4 二 0 ， 

(3) x J -2 x 3 -8 x -3 = 0. 

3. 方程 x 〃一 x — 在 n ( t ) 上根式不可解，但是多项式 〆 
— xl 在 F p ⑴上的伽罗瓦群为循环群.这例子表明定理10中假 
定“域 F 的特征为0”一般是不能去掉的. 

附录 3. 2正72边形的尺规作图 

现在我们介绍古代三大数学“难”题的最后一个，对哪些正整 
数^>3,正〃边形可以用圆规直尺作出？高斯在20岁时解决了 
这个问题. 

引理 设 n = 2 a pp …於 ，其中 p \， …， p s 为彼此不同的奇素 
数，&0, .则尺规可作正 n 边形 ㈡ 尺规可作正焯 

边形. 

证明 根据第二章附录 2. 4我们知道，尺规可作 n 边形相当 
于在已知单位长度的情形下，用尺规可得到点 匕 = 因此若尺 
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规可得到点匕，则也能得到 

从而每个正烀边形均可尺规作出.反之，若用尺规可作 
正边形，即可得到点 

•令 n = =2 a w / , n l = n / / pf ，则（〜 ，…， 〜 ） =1，于是有 
整数奶1，…，叫，使得 = 从而 

1 = 1 

即正 n ' 边形可尺规作出.由于 n = ，从而易知正 n 边形也可尺 

规作出. 

于是问题化为，设 P 为奇素数， a > l ， 正妒边形是否能用尺规 
作出，这也相当于说 2(^ a )/2 是否有^-扩张序列（参见第二章 
附录丄 4 ).但是我们知道， 2( h )/2 是 〆 妒/ 1) 炉 — 1 次循 
环扩张，当 a 彡2时,/>| 〆 ，），从而 〆 ，）不是2的方幂.而当 

时，若使 2( 匕 ）/2 有扩张序列，其充要条件是{一 1 为 2 的方 
幂，即/> = 2 ; + 1.由/>为素数易知 I ~2 l 于是/> = 2 2 +1 = 

尺，这种形式的素数叫做是费马素数，前五个费马素数为 
F 0 = 3, Fi =5, F 2 = 17, F 3 — 257, F 4 = 65537. 

但是 F 5 = 641 X 6700417 和 F 6 = 274177 X 67280421310721 不是 
素数.目前还不知道费马素数是否有无穷多个.总之我们证明了. 

定理(高斯）设 n >3 .尺规可作正”边形 ㈡ n = 其' 

中外 ，…， A 是两两不同的费马 素数. 

例(高斯关于正17边形的解法 ） 3为模 I 7 的原根，我们有 


n \ 

0 

1 

2 3 

4 5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

3 f, 

(modl7) 

1 

3 

9 10 

13 5 

15 

11 

16 

14 

8 

7 

4 

12 

2 

6 
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E = Q ( p 9 ^?i7=e 2 - /17 , G=Gal(_E/2) = <a|a 16 = l>， 其中 
=f. G 的正规列和对应的中间域如下图所示 

F 5 = 

f 4 Kr+r 1 ) 

F S = 2(7/3) 

个 = 2(孕） 

Fi = Q 

F, + 1 /F, 均为二次扩张. 

(a) Gal(F 2 /Fi ) = <(t)/( a 2 > = {1 ,(t} , F 2 ^F 1 (^). 

rfi = 2> 2i (f) = r +^ + r 13 + r 15 + r 16 +^ + r 4 + ? 2 ^ 

1=0 

它的共轭元素为 

a (^) = r 3 + r 10 + C 6 + r 11 + r 14 + r 7 + r 12 + C 6 , 

它们在 F=G 上的极小多项式为 

(X — p)(X —(7(^2)) =X 2 +X— 4 ， 

解为 一 1±今^.注意 p=2(cos 转 +cos 帶^ +.cos |^+cos 转)〉 


I 

G 8 > 

I 

( a 4 ) 

I 



(<y) 


0,于是 


72 


717-1 


(7(%) 


1-/17 


( b ) Gal ( F 3 / F 2 )-< c r 2 >/( C T 4 >, F 3 = F 2 (，）， 

^ X ^ CO + a ^ O + a 12 ^) = f + f + f + r 4 

= c + r 1 + t + r 4 

它的 F 2 -共轭元素为 

^( 妒） =t+ r 2 + f + r 8 ， 

它们在 f 2 上的极小多项式为 

{x — rp,) (x — a 2 — x 1 — rpx~ 1 , 
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根为 72 + — 4 (实根).由于7/3 = 2( cos _ + cos 普)>0, 




rfz -^rV 7^ 4 

2 


717-1 4 V 34 —— 2/17 > 0 


a 2 ^) 


=^ —Hw 
一 2 


二二 yT? — 1 —\! 34 — 2^/17 〈 0 


此外，由于 巧 / K 是伽罗瓦扩张，从而 

airjz ) = ^ + ^ + ^ + ^ r '+ r '+^+ r 6 

也属于 F 3 ，并且彼此巧-共轭，它们在 F 2 上的极小多项式应为 x 2 


-< J ( 72 ) X — 1 . 由于 <7(^3)>0,从而 


a ( ^ )= ^ l ± vSZ±i 


— (/17 + 1) W34 + 2V17 

i ， 


(7 3 ( t ^) = 


< 7 (^ 2 ) —\/< 7 ( yfi) 1 4~4 


_ — (^/\1 + 1) ~ \/ 34 + 2\/T7 

_ - . 

( c ) f +厂 1 在 F 3 上的极小多项式为 

( x - c ^+ r ^ Kx -^ cr + r 1 )) 

= ( x — ( f +^ 1 ))( x ~ ( f 4 +^ 4 )) 

= sc 2 — 7 p ( x ) +< 7 ( 7 ^ 1 ). 

由于？十厂^^+广，从而 

?+ r 1 = "^(切 + v ^—4 j ( t ^) ， 

COS ^-= -~( t /3 +\/— 4 ( 7 ^ 7 ) 

- ^G/17-1+V34-"2TT7 + 
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2 V 17 + 3 / l 7 -|Vl 70 - 26717 - 4\/34 + 2/ T 7]. 

习 题 


1. 如何用圆规直尺作正五边形. 

2. 证明可以用尺规作出3°角. 


附录 3. 3 可分扩张和纯不可分扩张 


我们在第2节中定义了可分扩张，但是甚至连如下最基本的 
问题均未回 答:若 a 在 F 上可分，则是否 E / F 为可分扩 
张？换句话说, F 上添加一个在 F 上可分的元素 a ， 那么扩张 FG ) 
中是否每个元素都在 F 上可分.在这一附录中我们利用伽罗瓦理 
论对代数扩张的可分性作进一步的探讨. 

定义 设 E / F 为代数扩张，元素 a 叫做在 F 上纯不可 
分 ，是指 a 在 F 上的极小多项式/&)在£：的代数闭包 D 中只有 
一个根 a ， 也就是说，设 M 在 a 在 F 上的分裂域，则 /( x ) 在 M 中 
分解为 /(： r ) = (: r -~ a ) m ( m > l ). 如果 E 中每个元素在 F 上均是纯 
不可分的，则 称扩张 E/F 纯不可分的 • 

设 E / F 为代数扩张，由定义易知 a 在 F 上同时是可分 
的和纯不可分的 ㈡ 因此若 F 为特征0域，则只有 F 是 F 的 
纯不可分扩张.现在设 F 的特征为素数 />. 这时 

6 Fo(a±/9)〆 = 土 〆 1 . 

引理 1设 £/ F 为代数扩张， F 的特征为素数/>， a €£：， 则存 
在 ”>0,使得 Z 在 F 上可分. 

证明 设 /( x ) 为 a 在 _ F 上的极小多项式，则有 使得 

f ( x )= g ( x pn ) ，其中 

= x l +Cix /_1 H - \-C[ 6 F[x] 
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并且不存在 / i (> r )6 fLr ] 使得 g { x )^ h { x p ) ，即存在 m^p fm , Ot ^ 
从而由 /( x ) 不可约知 g ( x ) 在 F [ x ] 中也不可 

约，又 〆 Cr ) 关0, gCr ) 为 F [ x ] 中可分多项式而 〆 为 g ( x ) 的根. 

定理1 设 E / F 为代数扩张， F 的特征为素数 p ， 则下列五个 
命题彼此等价. 

(1) E / F 为纯不可分 扩张； 

(2) E 中每个元素《在 F 上的极小多项式均有形式 — a ， 
aEF ； 

(3) 定义 

F l/pri ^{aen\a pn eF). 

其中是 E 的代数闭包，并且令 F l/ ^ -U F 1 〆 ，则 E ^ F 1 ^' ； 

n ^\ 

(4) «6 E ，《 在 F 上可分 ㈡ 《6 F ; 

(5) E = F ( S )， 其申5是£:的子集，并且 S 的元素在 F 上均 
纯不可分. 

证明 （1)0(2): 由于《在 F 上纯不可分，从而它在 F 上的 
极小多项式为/(工）=(工一《)%令 m = np r ，p fn ， 则 

f(jr) = (x pr —〆)' 

但是/(工）61 ; 1：^，从而/(:^的 ，(n — 1) 次项系数一•由 
户 h 知（一 n ) 为 F 中可逆元，于是 a pr 6 F . /( x ) = U〆 一 〆 ）《在 
F [: r ] 中不可约，从而 n = l . 于是 f { x )= x pr 一 〆 ，取 a = a pr 即可. 

(2) ->(3):显然. 

(3) ，(4):设《6芯一凡由于，从而有 n ^ l 使得 Z 
6 F ， 〆 ^ ，令则《为/— a 的根，于是《在 F 上的极 
小多项式为 Or — a)' 的因子，从而有形式 /(x) 二 （x — 像 （1) 
4(2) 的证明一样可知 m ^ p \ 但是 a pN_1 硭 F， 因此 r=n ，即 fix ) 
= x pn — a 为 ot 的极小多项式，但是当 n^l 时，/(X)不是 F[x] 中 
可分多项式，这与 a 在 F 上的可分性 矛盾. 因此若并且 a 在 
F 上可分，则 a 6F. 
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(4) ，(1) : 设《乏£ 由引理 1 知有 n ^ O 使得 〆 在 F 上可分， 
于是 = a 6 F . 令《为满足 a # 的最小非负整数，则可像前面 
一样证得 x / — a 为 a 在 F 上的极小多项式，从而 E 中每个元素在 
F 上均纯不可分，因此 E / F 为纯不可分扩张. 

(1)=>(5):显然. 

(5) ，(3):设 E = F ( S ) ， S 中每个元素在 F 上均纯不可分.对 

E 中元素 a ， 则有 g ( j：i GF [ xi ，•- -, x /],5 i ，…，& 6 h 使得 a 

=尽(&，…， &). 但是 

F ，• 

系 1设 E / M ， M / F 均为代数扩张，则石 / F 为纯不可分扩张 
㈡ E / M 和 M / F 均为纯不可分扩张. 

证明 不妨设 F 的特征为素数 A 若 E / F 纯不可分.则 EG 
F 1 ^. 于是 M ^ F vr ， EQVF ^ ，从而 E / M , M / F 均纯不可分.反 
之，若 M 〔 F l / r ， E ^ M 1 ^ ,UiJ 

( F 1 ^) 1 ^ = F l/r . 

系 2 设 E / F 为有限纯不可分扩张， F 的特征为素数心则 
[ E ： F ]- p % n 是某个正整数. 

证明 由定理1的 （5) 可知 E = F ( ai ，•••，《/)，《,在 F 上纯不 
可分，从而在 F ( ai ，…， O 上也纯不可分，于是 a 在 F ( ai ， …， 

上的极小多项式为— a ,， 因此 
[ F(ai ，…， oti ) •• F(ai , • • • , a ^-\ )] = p n{ (1 ^ i ^ 

于是 [£* : F ] = 〆 ， n =^ n \ H - + n /. 

现在我们来刻画可分扩张.首先回答本附录一开始所提出的 
问题，即证明可分扩张等价于可分生成扩张. 

定理2 设 E = F ( S ). 则 E / F 为可分扩张 ㈡ S 中每个元素在 
F 上均可分. 

证明显然. 

对每个则有 Wl ，…，…使得 aGFUi ，…，⑷）.令 
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/, U ) 为 w , 在^上的极小多项式，则 /, U ) 为 F [ x ] 中可分多项 
式，从而也是 F [ x ] 中可分多项式.设 N 为 
/ Oc ) 在尺叫，…，〜)上的分裂域.它也是 / U ) 在 F 上的分裂域， 
于是 N / F 为有限伽罗瓦扩张，从而 N / F 为可分扩张.由于 《6 N ， 
因此 a 在 F 上可分，即 E / F 为可分扩张. 

定理3 设 E / F 为代数扩张， S = U 6 EU 在 F 上可分 }， P = 
在 F 上纯不可分 } ，则 

(1) S 和 P 均为 E / F 的中间域，并且 E / S 是纯不可分扩张， 
S / F 为可分扩张， P / E 为纯不可分扩张，并且 Pfl .这里 S 称 
为 F 在 E 中的可分闭包. 

(2) E / P 为可分扩张 ㈡ E = PS . 

证明 若 F 的特征为0，则5=£，^=1^，定理显然成立.下设 
F 的特征为素数户. 

(1) 由定理2知 S 为域且 S / F 为可分扩张.对于 a eE ， 由引 
理1知有 n 使得 〆 在 F 上可分，于是 c / eSaGS 1 ^ 0 , 从而 a 在 
S 上纯不可分.因此 E / S 是纯不可分扩张.由定理1的 （3) 可知 P 
为域且 P / F 是纯不可分扩张.最后，由于 PflS 是 F 的可分扩张 
也是纯不可分扩张，因此 

(2) 如果 E / P 为可分扩张，则 E/PS 也是可分扩张，另一方 
面，由于 E/S 纯不可分，从而 E/PS 也纯不可分，于是 E = PS •反 
之，若 E - PS = P ( S ) ，由于 S 中元素在 F 上可分，因而在 P 上也 
可分，于是由定理2即知 E / P 可分， 

注记 令 F = F 2 ⑴， E = FU )= F 2 ( z ， w )， 其中“在 F 上代 
数，并且满足 w 4 + w 2 +〖 = 0, 则不难证明 P = F ， 而“不是 P 上可 
分元素，所以 E / P 可以是不可分 扩张. 

系 设 E / M ， M / F 均是代数扩张，则 E / F 可分 ㈡ E / M ， M/F 
均可分. 

证明 显然. 

若 E / MM/F 均可分. 令 S 为 F 在 E 中的可分闭包，则 
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E / s 纯不可分.由于 M / F 可分， S 2 M . 由于 E / M 可分，从而 E/S 
也可分.于是 E = S ， 即 E / F 可分. 

定义设 E / F 为代数扩张， S 为 F 在 E 中的可分闭包，则 E / 
S 纯不可分而 S / F 可分 . [S : F ] 叫做是 E / F 的可分次数，表示成 
[ E ： F ] s ； [ E ： S ] 叫做是 E / F 的纯不可分次数，表示成 [ E : F ],， 
于是 [ E : F ] = [ E : F 1. 并且 E/F 可分 ㈡ [ F : F ], = l ； 

E / F 纯不可分 ㈡ [ E : F ] 5 = l .此外，如果 E / F 为有限扩张并且 F 
的特征为素数/>，由定理1的系2可知: F ], 为户的幂. 

定理 4 设 E / F 为有限扩张，<0为 E 的代数闭包，则共有 
[ E : 个 F - 嵌入 a 

证明 令 s 为 F 在 E 中的可分闭包.我们已经知道共有 [ S : 
F ] = [ E ： F 1 个 F - 嵌入 S — a 每个 F - 嵌入 a : S — 均可扩充成 
F - 嵌人 E — 仏我们只需再证每个 a 只有唯一的扩充即可•设 r ， 
/ : O 均是 F - 嵌入且 r| s = r '| s 二 a . 不妨设 F 的特征是素数 />. 

对每个《6£，有《使得 〆 6 S ， 于是 

r ( a) pn = r ( 〆 ） = aia pn ) = t ( a ) p " = r ’( a ) pN ， 

因此 r ( a ) = /( a ) ，这就表明 r =/. 

系设 f ：/ M ， M / F 均为有限扩张，则 
[E : Fl = [E : M ] 5 [ M ： F ] s ； [ E ： Fl - = [ E ： M ],[ M ： F ],, 
证明 ％n = [ E : M ] s ， m =[ M : F ] 5 . a t : E 一 {2( l « n ) 
为 £： 的全部 M - 嵌人， r , : M — 是 M 的全部 F - 嵌人 
记 N 为 E 在 F 上的正规闭包，则①和 r , 均可扩充成 Gal ( N / F ) 
中元素，仍表示成^和 r ,， 贝 lj 

{ 巧 … | 1 ^ ^ n , 1 O < m} 

作为嵌入 £— iV ^ T 2 是两两不同的，这是因为若 m = 则 

Tj | M — T } Oi \ M — Tj (Ji \ M — Tj \ M » 

因此 r , = r /， 从而迸而对 E " 的每个 i 7 - 嵌人<0， （ j|m 
为 F - 嵌人 iW —« T 2. 于是对某个，从而 （ rrV ) |m = 1 .于是 
存在某个 i ， Ti ' o 、 所以 a = r 必. 这就证明了尸嵌入 D 共有 
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mn 个，即 


[E : F ], = wz = [E ： M] 5 [M : F ] 5 . 

由此知 

[ E ： F ],— [ E ： F ]/[ E ： F] S 

- LE ： M ][ M ： F ]/[ E ： M ] 5 [ M ： F ], 


习 题 

1 . 设 E / F 为域的代数扩张， F 的特征为素数 />. 

(1) 若 E / F 为可分扩张，则对每个 n > l ， E = FE 《• 

(2) 若 E / F 为有限扩张且 E = FE % 则 E / F 是可分扩张. 

(3) 元素在 F 上可分 ㈡ F ( V )= F ( a ). 

2. 设 F 为域， / U ) 为 F [: r ] 中不可约首一多项式， E 为 / U ) 
在 F 上的分裂域， a 为 / Cr ) 在 E 中的一个根.则 

(1) / U ) 在 E 中的每个根的重数均为 [ PXa ) : F ] ( , 

(2) /(• T ) = [0— a „)] m ，其中 Qfi ， …， 是 fix ) 
的全部相异根 ， m =[ F ( a ) : F 1-, n =[ F ( a ) = F ] s . 

3. E ， F ， S ， P 如定理3所示， M 为 E / F 的中间域，则 

(1) E / M 纯不可分 ㈡ SGM . 

(2) E / M 可分 ㈡ PGM . 

(3) Mf ] S=F ^ M ^ P . 

4. 设 E / F 为有限纯不可分扩张， F 的特征为素数 p ，则存在 g 
，使得 
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习题提示 

第一章群 


1.2 

8.对任意 a6G， G ={ ax \ xeG } = { xa \ xeG } 

10. ab = ab ( ab 2 a ) ~ ( aba ) b 2 a = ab 2 a ~ l ,同样可证 ba = \. 

11 •考虑集合¥"化|1<!‘<72}.如果1硭 S ， 则 S 中至 
少有两个乘积是相同元素. 

13.集合的- 1 = {沙- 1 和 S 有相同多个元素.即 

I沾― 1 1 = I s | | G|. 于是 gS- 1 和 S 必有公共元素.于是有 

使得劝 —t^a. 

19. 由 a 2 = l 可知若 々，则 a ( b ) = a . 由于 a ( 1)=1 而 a 
没有不动点，可知 G 的阶为奇数.再证当 a 嚴 G ， a 科 时， 
{ a ) ^ i a ( b ) t 由此可知 G 中每个元素均可写成形式 g ^ aig )^ 
6G) •若 a = g—WgO, 贝! J a— 1 ^= a ( g )^ l g = a ( a ). 所以对 G 中元素 
a 和 6，a(aW = (aW 一 1= a(Wa(a )= a(6a). 由于 a 是 G 的 
自同构，可知以=&，即 G 为阿贝耳群. 

1.3 

12.把 G 分解成互不相交的双陪集的并 G= [ JAgA . 每个双 
陪集 AgA 含有同样多个 A 的右陪集和 A 的左陪集（利用习题 
11) •若 糾 r - yga r 和分别是 A 在 AgA 中的右陪集代 
表元系和左陪集代表元系，则 hgw ，…， b r ga r 既是 A 在 AgA 中 
的右陪集代表元系又是左陪集代表元系. 

17. 先证 G 中每个元素均可写成平方形式 g 2 (^6G). 对于 x 
6G， 令 *r — ，证明 1 6 G^i , j ： g - GGi . 于是 x =^( xg ) g ^ 1 
eGiG-!. 
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1.4 


6. 证明对 n 的每个正整数因子 m ， G 中至多有 p ( m ) 个 m 阶 
元素 • 利用第5题可知 G 中恰好有 p ( m ) 个 m 阶元素.取即 
证此题. 

1.7 

5. 将 G 共轭作用于 G 的非正规子群所成的集合上. 

6. … Uaji ， 2<n<4. G 以“左乘”方式作用在集合 
{ aH ，…， a „ H } 上， 由此给出诱导表示 p : G -^ S n . Ker^O G •由 G 
为单群知 Ke V = l . 于是^为单同态.再考虑 S „(2< n <4) 的单子 
群即证此题. 

7. 考虑 G 对于 H 的诱导表示的核（其中 H < G ,[ G ： 有 

限) • 

8. 利用线性代数中的一个 事实: 对任意正整数 m 和任意复可 
逆方阵 A ，均有复可逆方阵 S 使得 

9. 注意2” 阶元素在左正则表示下是奇置换. 

10. 把 AutS 3 看作 S 3 的所有2阶子群集合上的置换群. 

11. 问题可以归结于《的阶是素数的情形，考虑 G 的共轭元 
素类在群作用下的轨道.证明至少有一个共轭类不含《作用下 
的不动点. 

12. G 中元素的共轭作用诱导出 G 到 AutA 的同态. 

1.8 

9.取定一个希洛夫倉子群 P ， 令 N = N g ( P ). 考虑双陪集 
N g P 中 N 的陪集个数. 

12. G 的希洛夫 3 -子群共有 4 个，把 G 表示成这 4 个子群的 
置换群. 

1.9 


m 

1 .令 m=[G : A]. 则有〜使得 G= U Aa , •记 

j=i 

gVrfegT 1 ， … ，办 二心 1 .又令 ai =1 . 则有 2nm 个元素 ~ 使 
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得 a 必 =~ a ,( l « m ， l < f <2 n ) 证明这些~生成子群 A . 

第二章环和域 

2 . 1 

20.若(:是 （1 一 aW 的逆，则 （ l +6 ca ) 是 （1 —6 a ) 的逆背 景:形 
式上， l — a 6 的逆可想象成是 c = l + a 6+ a 6 a 6+ a 6 a 6 a 6 + … •则1 

—ba 的逆可想象成是 l +6 a +6 a 6 aH - = l + bca . 

21•设 x 有多于一个右逆，则右理想 = 有非 
零元素.只需证 J 是无限集合即可.如果 

|7| = Z +1. 令 a 是: r 的一个右逆（即 xa = l ) ，证明{&工，…， } 是 
{匕，…，以}的一个置换.由此可知 ^ a ^0( l < z < Z ). 另一方面，由 
x 的右逆多于一个可知 ax 关 1. 于是 ax — 1是 J 中非零元素.但是 
{ ax — l ) a = 0, 矛盾. 

2.3 

lo . 先 证:若 p ，_ p , ，…， P , 均为素理想， pghn — np /， 则必 
有使得 Pd 现在设 AGh l >" Uh ， 不妨设 P ( (l 
互不包含.于是对每个/，巧芏巧 HPm [>•• 
np m . 从而有 n e p : n … n n p 出 n … n ， n 硭 p ,、 如果 io 

题不成立，贝! 1 又有 a , 6 A , a , ^ P t ( 考虑元素 + … + 
a m r m 导出矛盾. 

2.5 

14. 如果 A = a + /?6 Q ， 则 a — ♦ = — ) •令 s ( x ^ = 

/(：*： + ♦)，则 gO ) GQ [： c ]， 且 g (: c ) 有根 r=Qf — 

发(^)仍为 Q [ x ] 中奇次不可约多项式，且 r 是多项式 TCr )=^ Cr ) 
+ 〆 一 x ) 的根.若 T (: c ) e 0, 则 g (: c ) 有因子 : c ， 与 gO ) 不可约矛 
盾.但是 degTOXdeggO ) ，而 TXx ) 和 gO ) 有公共根 r ， 这又与 
gO ) 不可约性矛盾. 

15. 以 deg !/ 表示/(々 ，: c 2 ) 对于:的次数.不妨设 degi/^n 
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> l ， degi ^= m > l ， n > m . 于是 

/ = /n(-r 2 )x? H -， g = go(j0 2 )xf H — 

若 U ，《 为/(4，1 2 )=0，兒(々，：^)=0在域々中的解•令 
h(xi ,x 2 )=gQ(x 2 ) f(xi ^x 2 )~f 0 {x 2 )g(xi ，_ r 2 ) x ?— m •则 h(a ， b) = 

0, deg ： h<Cn = deg! f 依次下去，可求出多项式使得 deg ! K 
= 0,即 h(xi ， x 2 )= K (: r 2 )， K ( a ，6)=0, 即 h(b)=0. 从而只有有限 

多个《由/和#互素可知 Ku 2 )^0). 同样可知 a 也只有有限多 
个可能. 

2.7 

6. x %n ~ x + l , x 22n = ( x 2 " ) ?n = ( x + l ) 2 " ^ x 2，i + l = x . 这表明 
x 2，， + x + l 的根均属于 F ， ，若 /+：T + 1 不可约，则它的分裂域 
为 Ff . 于是 2 n >2 rt . 即 n <2. 
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